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ریاضی علوم دانشکده بین�المللی سمینار سیزدهمین

اصفهان صنعتی دانشگاه دینامیکی سیستم�های دیفرانسیل، معادلات

١٣٩۵ تیرماه ٢۵ الی ٢٣ کاربردها و

بالاتر مراتب از پوانکاره نگاشت روش به دینامیکی دستگاههای مطالعه
علمی هیات عضو ریاضی، دانشکده تفرش، ١دانشگاه ٢ محمدی صفر آریانپور١، حسن

ارشد کارشناسی دانشجوی ریاضی، دانشکده تفرش، ٢دانشگاه

چکیده:

می تقریب را گردان خود غیر دیفرانسیل معادلات دستگاه یک شار تیلور، مدل به وابسته دیفرانسیل جبر روش معرفی با مقاله این در

جمله چند تقریب از استفاده و دستگاه متناوب جواب به وابسته متناوب مدار نزدیکی در مناسب پوانکاره برش تعیین با ادامه در زنیم.

بدست نظر مورد دستگاه برای را پوانکاره نگاشت ای جمله چند تقریب شار، ای جمله چند تقریب در پوانکاره برش با شار تلاقی زمان ای

کنیم. می سازی پیاده را رفته بکار روش خطی غیر دینامیکی دستگاه یک از مثالی ارایه با پایان در و آوریم می

دیفرانسیل جبر ام، n مرتبه تیلور مدل پوانکاره، نگاشت دینامیکی، دستگاه کلیدی: واژه�های

.37J25 ،37C10 ،12H05 :(٢٠١٠) ریاضی موضوع�بندی كد

مقدمه ١

به را خود اینکار برای است. طولانی زمانی بازه در دینامیکی دستگاه یک مانای رفتار وضعیت بررسی مقاله، این در ما اصلی هدف

نقطه حول دسته: چهار به سیستم یک رفتارهای اینگونه دهند. می بروز خود از کرانداری مانای رفتار که سازیم می محدود دستگاههایی

روش از سیستم یک مانای رفتار مطالعه برای شوند. می بندی تقسیم آشوبناک جواب و متناوب شبه جواب متناوب، جواب تعادل،

در مناسب و قوی تحلیلی ابزار یک عنوان به پوانکاره نگاشت واقع، در میشود. استفاده آن جوابهای کیفی تحلیل در پوانکاره نگاشت

یک به زمان پیوسته دینامیکی دستگاه مرتبه کاهش دلیل به که رود می شمار به گردان خود غیر و خودگردان دینامیکی های دستگاه مطالعه

زمان گسسته دستگاه و اولیه دینامیکی دستگاه حدی های مجموعه بین ارتباط و یک به یک تناظر یک قالب در زمان گسسته نگاشت

لیزر مانند: فناوری و مهندسی های حوره در متعددی کاربردهای دارای پونکاره نگاشت روش گیرد. می قرار توجه مورد یافته مرتبه کاهش

باشد. می نوسانگرها و مغناطیسی الکترو امواج کنترل، مهندسی کامپوزیتی، تیرهای پزشکی، و

safarmohammadi64@yahoo.com : محمدی ٢صفر



بالاتر مراتب از پوانکاره نگاشت روش ٢

دینامیکی دستگاه شار تیلور مدل دیفرانسیلی جبر نمایش ٢

بگیرید: نظر در را زیر گردان خود غیر دیفرانسیل معادلات دستگاه ẋ(t) = f(x(t), t)

x(٠) = X٠ + x٠

(١.٢)

توجه با جواب، یکتایی و وجود قضیه طبق باشد. می U باز مجموعه روی C١ برداری میدان یک f : U ⊂ Rv ×R → Rv آن در که

میانی نقطه X٠ ∈ Rv ثابت بردار کنیم فرض است. موجود t = ٠ از کوچک همسایگی در یکتا جواب یک ، f میدان بودن C١ به

دامنه جعبه های محدوده و بوده x(٠) اولیه شرط برای Rv ⊃ X٠ +D = X٠ + [−d١, d١] × · · · × [−dv, dv] دامنه جعبه

با تیلور بسط یک ،١.١ دیفرانسیل معادله به مریوط φ(x, t) شار ای جمله چند تقریب باشند. ٨−١٠ تا ٢−١٠ مرتبه از ها di یعنی

نمایش این که بطوری بوده دیفرانسیل جبر بردار شکل به تقریب، این نمایش باشد. می x اولیه شرط و t زمانی مستقل متغیر از جملاتی

مدل به وابسته دیفرانسیل جبر و n مرتبه تیلور مدل مفاهیم معرفی به ادامه در کند، می حفظ n مرتبه تا حداکثر را تیلور بسط ضرایب

پردازیم. می تیلور

می نمایش (Pn, In) نماد با را f ام n مرتبه تیلور مدل باشد، پذیر مشتق بار n حداقل Rv روی f تابع کنیم می فرض .١.٢ تعریف

داریم: و باشد می باقیمانده جمله کران In و مبدا حول f ام n مرتبه تیلور ای جمله چند Pn که بطوری دهیم

Pn =
∑

٠≤j١+···+jv≤n

cj١,...,jvx
j١
١ · · ·xjvv

باشد. می ام n مرتبه تیلور ای جمله چند ضرایب cj١,...,jv = ١
j١!···jv!

∂j١+···+jv f

∂x
j١
١ ···∂xjv

v

(٠) آن در که

شود: می مشخص زیر روابط با آن کران و باقیمانده جمله عبارت

f − Pn =

v∑
i١,...,in+١=١

gi١,...,in+١(x)xi١ · · ·xin+١ , gi١,...,in+(٠)١ =
١

(n+ ١)!
∂n+١f

∂xi١ · · · ∂xin+١

(٠)

داریم: و کراندارند gi١,...,in+١(x) ضرایب x ∈ Br(٠) = {x ∈ Rv : ||x|| < r} هر برای بطوریکه

|gi١,...,in+١(x)| ≤M ; (١ ≤ i١, . . . , in+١ ≤ v), |f − Pn| ≤M(rv)n+١ = In

گردد: می مشخص زیر دستور با ∂−١
i f =

∫
fdzi نامعین انتگرال تیلور مدل

∂−١
i (Pn, In) = (Pn,∂−١ , In,∂−١) =

(∫ xi

٠
Pn−١dzi, (B(Pn − Pn−١) + In)B(xi)

)
B(Pn − Pn−١) =

١
n!
M(rv)n, B(xi) = r

In,∂−١ =
(
B(Pn − Pn−١) + In

)
B(xi) =

( ١
n!
M(rv)n +M(rv)n+١)r

هم رابطه Cn(Rv) روی و گیریم می نظر در Rv روی پذیر مشتق پیوسته بطور بار n توابع همه مجموعه را Cn(Rv) .٢.٢ تعریف

کنیم: می تعریف زیر بصورت را =n ارزی

∀f, g ∈ Cn(Rv), f =n g ⇐⇒ f(٠) = g(٠),
∂kf

∂xi١ , . . . , xik
(٠) = ∂kg

∂xi١ , . . . , xik
(٠)

١ ≤ i١ . . . , ik ≤ v ١ ≤ k ≤ n

(٢.٢)



٣ آریانپور ح. محمدی، ص.

می نمایش [f ] با را ارزی هم رده هر و کند می افراز ارزی هم های رده به را Cn(Rv) فضای =n ارزی هم رابطه (٢) .٣.٢ تعریف

دهیم. می نمایش nDv با را ارزی هم های رده همه مجموعه و دهیم

دارند: قرار ارزی هم رده یک در f تابع Tfو ام n مرتبه تیلور ای جمله چند ،f ∈ Cn(Rv) هر برای

[f ] = [Tf ] ⇐⇒ f =n Tf

شوند: می داده زیر بصورت آن ضرایب و Tf ای چندجمله آن در که

Tf (x١, . . . , xv) =
∑

٠≤j١+···+jv≤n

cj١,...,jvx
j١
١ . . . x

jv
v , cj١,...,jv =

١
j١! · · · jv!

.
∂j١+···+jvf

∂x
j١
١ . . . ∂x

jv
v

(٠)

به وابسته دیفرانسیل جبر نمایش آنرا و شود می مشخص زیر رابطه با ارزی هم رده هر ،(١ ≤ k ≤ v), [xk] = dk دادن قرار با

نامند: fمی تابع تیلور مدل

[f ] = [Tf ] =

 ∑
٠≤j١+···+jv≤n

cj١,...,jvx
j١
١ . . . x

jv
v


=

∑
٠≤j١+···+jv≤n

cj١,...,jv [x
j١
١ ] . . . [x

jv
v ] =

∑
٠≤j١+···+jv≤n

cj١,...,jvd
j١
١ . . . d

jv
v

(٣.٢)

φ(x, t) + Iφ تیلور مدل به ،φ(x, t) دیفرانسیل جبر بردار به (۴) محاسباتی روش در آمده بدست باقیمانده کران کردن اضافه با حال

بازنویس انتگرال معادله شکل به توان می را شود می داده نمایش ١.١ رابطه با که اولیه مقدار مسئله رسیم. می دیفرانسیل معادله شار از

کرد:

x(t) = x(٠) +
∫ t

٠
f(x(τ), τ)dτ

پیوسته برداری توابع فضای C⃗٠]٠, t] آن در که بگیرید نظر در را A : C⃗٠]٠, t] −→ C⃗٠]٠, t] تعریف با A پیکارد عملگر چنانچه

شود: می بیان زیر انتگرالی معادله بصورت برداری توابع روی SA عملگر است. [٠, t] سته بازه روی

A(x)(t) = x(٠) +
∫ t

٠
f(x(τ), τ)dτ

(۴) شوند. می همگرا بازه کوچکترین به باقیمانده های کران که دهد می نتیجه اولیه شرایط از شروع با A پیکارد عملگر بکارگیری تکرار

پوانکاره نگاشت ای جمله چند تقریب محاسبه ٣

پوانکاره برش یک از جواب این که بطوری باشد، φ(X٠, t) متناوب جواب دارای ẋ(t) = f(x(t), t) دیفرانسیل معادله کنیم فرض

برش به φ(x, t) شار تحت X٠ +D دامنه جعبه کردن تصویر چگونگی حال برگردد. S برش به T تناوب دوره از بعد و شود شروع S

دهیم. می نشان زیر قضیه از استفاده با را S پوانکاره

معادلات دستگاه متناوب جواب φ(X٠, t) کنیم می فرض و باشد f١(E) و Rn باز مجموعه زیر یک E کنیم فرض (١) .١.٣ قضیه

متناوب مدار و بوده T > ٠ تناوب دوره با ẋ = f(x)

Γ = {x ∈ Rn : x = φ(X٠, t), ٠ ≤ t ≤ T}



بالاتر مراتب از پوانکاره نگاشت روش ۴

یعنی باشد X٠ در Γ بر عمود صفحه ابر S کنیم می فرض علاوه به باشد E درون

S = {x ∈ Rn : (x−X٠).f(X٠) = ٠}

پذیر مشتق پیوسته بطور xδ(X٠) هر برای که است موجود Nδ(X٠) همسایگی روی شده تعریف tc(x) یکتای تابع و δ > ٠ آنگاه

.∀x ∈ Nδ(X٠), φ(x, tc(x)) ∈ S داریم: و tc(X٠) = T که بطوری است

شار تحت دامنه جعبه این که شود می نتیجه ١.٢ قضیه از بگیریم نظر در Nδ(X٠) همسایگی در را X٠ +D دامنه جعبه اگر حال

است. S برش به ورود اولین زمان tc(x) آن در که شود می تصویر S برش به tc(x) زمان گذشت از بعد φ(x, t)

پوانکاره برش تعیین

باشد. شده بیان {x ∈ Rv : σ(x) = ٠} مجموعه با σ : Rv → R تابعی جملات حسب بر ضمنی بطور S ⊂ Rv برش کنیم فرض

S = {x ∈ Rv : x١ = c} آفین صفحه ،S برش خاص حالت در شود. فرض هموار باید σ تابع S برش بودن هموار برای همچنین

باشد. می σ(x) = x١ − c آن در که است

پوانکاره برش بر برداری میدان بودن متقاطع

متقاطع S برش بر X٠ +D اولیه شرایط همه برای f برداری میدان که اینست S برش با دیفرانسیل معادله شار تلاقی برای لازم شرط

باشیم: داشته که بطوری باشد،

∇σ
(
φ(x, tc(x))

)
.f(x) ̸= ٠

کاملا tu لحظه در ولی نکرده عبور هنوز S برش از X٠ +D دامنه جعبه tl لحظه در که باشند هایی زمان tu > tl و tl کنیم فرض اگر

و S برش بوسیله که باشد می X٠ + D هر ازای به tc(x) تلاقی زمان شامل [tl, tu] بازه اینصورت در است، کرده گذر S درون از

شود. می تعیین f برداری میدان

تابع x ∈ Nδ(X٠) ∩ S هر برای آنگاه است. آمده ١.٢ قضیه در که باشند هایی همان tc(x) و Γ, S, δ کنیم فرض .٢.٣ تعریف

نامند. می φ(X٠, t) متناوب جواب به مربوط پوانکاره نگاشت را P (x) = φ(x, tc(x))

tc(x) + Itc تلاقی زمان تابع تیلور مدل گرفتن بکار با P (x) + IP پوانکاره نگاشت تیلور مدل ساختار بالا، تعریف به توجه با

آید: می بدست زیر بصورت φ(x, t) + Iφ شار تیلور مدل در

P (x) + IP = φ
(
x+ [٠,٠], tc(x) + Itc

)
+Iφ (١.٣)

گیریم: می نظر در زیر ضابطه با را ψ : Rv × R −→ Rv × R تابع ،tc(x) دیفرانسیلی جبر نمایش برای حال

ψk(x, t) = xk ∀k ∈ {١, . . . , v}, ψv+١(x, t) = σ(φ(x, t))

tc(x) زمان همچنین .σ
(
φ(x, tc(x))

)
= ٠ داریم: بطوریکه کند می صدق φ(x, tc(x)) ∈ S شرط در tc(x) تلاقی زمان آن در که

سازد: می برقرار را زیر رابطه ψ(x, t) گذرای شار با

ψ(x, tc(x)) =
(
x١, . . . , xv, σ(φ(x, tc(x))

)
= (x,٠)



۵ مراجع

بطوریکه شود می داده آن حسب بر tc(x) رابطه ،ψ پذیری وارون فرض با

ψ−١(x,٠) = ψ−١(ψ(x, tc(x)))= (x, tc(x))
T , tc(x) = ψ−١

v+١(x,٠)

آید. می بدست ψ−١ دیفرانسیلی جبر نمایش از x از جملاتی حسب بر tc(x) دیفرانسیلی جبر نمایش بنابراین

تیلور مدل به وابسته دیفرانسل جبر روش سازی پیاده ۴

بگیرید: نظر در را زیر خطی غیر معادلات دستگاه

ẋ١ = x٣

ẋ٢ = x۴

ẋ٣ = x۴ −
α√

x٢٣ + x٢۴

x٣ +
α√

x٢١ + x٢٢

x٢

ẋ۴ = −x٣ −
α√

x٢٣ + x٢۴

x۴ −
α√

x٢١ + x٢٢

x١

D = [−١٠−۴,١٠−۴]۴ جعبه و X٠ = (١−,١,٠,٠) بردار با x(٠) = X٠ + x٠ اولیه شرط α ∈ [٠,١] آن در که

φ(X٠, t) = متناوب جواب به وابسته متناوب مدار روی X٠ + D دامنه جعبه از X٠ میانی نقطه گیریم. می نظر در را

X٠ + جعبه از شده شروع های جواب از یک هیچ اما دارد. قرار T = ٢π تناوب دوره با (cos t,− sin t,− sin t,− cos t)

مقادیر به توجه با مطلب این شوند، می کشیده مجانبی بطور φ(X٠, t) متناوب جواب سمت به بلکه نیستند متناوب (D − {٠})

برابر را محاسبات مرتبه مثال این در شود. می دیده بسادگی S = x ∈ R۴ : x١ = ١ برش روی شده تعریف پوانکاره نگاشت ویژه

گیریم. می نظر در ٠٫ ١ برابر را α مقدار و n = ۴

آوریم: می بدست را دیفرانسیل معادله شار ای جمله چند تقریب ،X٠ + x٠ اولیه شرط از شروع با و پیکارد عملگر از استفاده با

C(x(t)) = X٠ + x٠ +

∫ t

٠
f(x(τ))dτ

ای جمله چند به پیکارد عملگر بکارگیری تکرار با است. شده گرفته نظر در C(x(٠)) = X٠ + x٠ = U٠(t) اولیه شرط آن در که

رسیم: می دیفرانسیل معادله شار چهارم مرتبه تیلور

C
(
C۴(x(٠))

)
= U۴(t) = φ۴(x, t)

اند. شده داده نمایش ١ جدول در چهارم مرتبه تا ضرایب این از برخی که کنیم می تعیین را tc(x) تلاقی زمان تیلور بسط ضرایب حال

پوانکاره نگاشت اول مؤلفه تیلور بسط ضرایب همه شود می نتیجه ،S برش به φ۴(x, t) تحدید و φ۴(x, t) شار در tc(t) جایگذاری با

شده خطی ویژه مقادیر است، حدی چرخه یک φ(X٠, t) متناوب جواب دهیم نشان اینکه برای صورت این در هستند. صفر P١(x)

شود: می نتیجه DP (X٠) = Q(X٠) رابطه از آن در که آوریم می بدست را X٠ حول P (x) پوانکاره نگاشت

λ١ = ١, λ٢,٣ = ٠٫ ٧٣٠٣٨± i(٠٫ ٠٠۵٧۴)

متناوب جواب بنابراین است پوانکاره نگاشت پایدار مجانبی ثابت نقطه یک X٠ نقطه ،λ٢,٣ مختلط مزدوج ویژه مقادیر به توجه با

باشد. می پایدار حدی چرخه یک نیز ثابت نقطه این با متناظر φ(X٠, t)



۶ مراجع

نماها مرتبه ضریب سطر شماره

٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠/٢٠۴١۴٨١٠٧٨٠٨١١۵٢E-١٣ ١

١ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ -٠/۴٨٨١٨٠۵۶٢۶٨۵٧٣۵۴E-٠٢ ٢

٠ ١ ٠ ٠ ٠ ١ ٠/١۴٢٠۴۵٣٩۵٨١٨۴٩٠۶E-٠٣ ٣

٠ ٠ ١ ٠ ٠ ١ -٠/١۴٢٠۴۵٣٩۵٨١٨۴٩۵۶E-٠٣ ۴

٠ ٠ ٠ ١ ٠ ١ ٠/١٨٠۴٧۴٩۵٨٩۵٢٨٢۶۵E-٠٢ ۵
...

٠ ٠ ٢ ٢ ٠ ۴ -٠/١٧٢٨٢٧٢١٠٨٢٢۶٨٨۴E-١۴ ۶۶

١ ٠ ٠ ٣ ٠ ۴ -٠/١٣٨٠۵٧٣۴١۶٩٩٠٢٣٧E-١۵ ۶٧

٠ ١ ٠ ٣ ٠ ۴ ٠/۵٢٨۵۶۴٧٠٠٢٧٣۴۶٩۶E-١٧ ۶٨

٠ ٠ ١ ٣ ٠ ۴ ٠/۴٨١٧٩٠٩٠۴٠٧٣۴٣۶٧E-١۴ ۶٩

٠ ٠ ٠ ۴ ٠ ۴ ٠/۶٣٧١٧٠٢۴٠۶۵۶٩٠٣۵E-١۶ ٧٠

tc(x) تیلور بسط ضرایب :١ جدول
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