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 3درس 

 یوغ هرمیتیهم

خواهیم نشان دادیم. حالا می †یوغ هرمیتی برا و کت را تعریف کردیم و آن را باپیشاپیش هم

A: گر را تعریف کنیم. اگریوغ هرمیتی عملهم گر خطی دیگرگر خطی باشد، عملعمل
† :A  شود:ی زیر تعریف میان وجود دارد که با رابطهچن 

(1 )                                          
†

†A A  
 
 

  

( اما است )به خاطر تناظر دوگان تابع پادخطی از لازم است که یادآوری کنم که 

دهیم، نتیجه یک تابع خطی از ( انجام می1ی )یوغ دوم را در سمت راست رابطههنگامی که هم

 شود و این یعنیمی†Aگر خطی است.عمل 

های ساده اند و آوریم. اثبات آنها تمرینما آنها را در زیر می  :(1آمدهای مهم تعریف )برخی پی

 کنم انجام دهید.می پیشنهاد

(2                                           )     †A A   


  

(3                                                            ) 
†

†A A    

(4                                       )
†

† †c A c A c A c A  
 
 

  
1 1 1 12 2 2 2

  

(5                                                 )
†

† †AB B A 
 
 

  

(6                                               )
†

    
 
 

  

 دست داد:ی سودمند و کلی بهتوان یک نتیجهی اینها میاز همه

گرها، عددهای مختلط( با وارون کردن ها، براها، عملتیوغ هرمیتی ضرب اشیاء )اشیاء= کهم

تواند شامل ضرب شود. این فرایند مییوغ خود، داده میترتیب اشیاء و جایگزینی هر یک با هم

گرها یا ضرب داخلی و خارجی )تانسور( باشند. تنها ضرب معمولی در اسکالر، ضرب عمل

 باشد. داری اشیاء معنی شرط این است که ضرب اولیه
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 گرهای هرمیتی، پاد هرمیتی و یکانیعمل

 یوغ هرمیتی خودش برابر باشد:هرمیتی است اگر با هم Aگرگوییم عمل

(7                                   )                          †A A  

 :و هایی کتهبرای هم   ارز این است:تعریف هم

(8                                                   )A A   


  

 پادهرمیتی است اگرAگرگوییم عمل

(9                                                 )         †A A  

 تواننه هرمیتی است و نه پادهرمیتی. اما همواره می Aگر دلخواهی ماننددر حالت عمومی، عمل

 گرهای هرمیتی و پادهرمیتی تجزیه کردعملآن را به طور یگانه به جمع 

(10                                       )    
† †A A A A

A 
 


2 2

  

Aماتریسی آن،  هرمیتی باشد، عنصر Aاگر  ازای هرباید به  حقیقی باشد. این را از

 دانیم.( می2ی )رابطه

 است، اگر یکانی Uگرعمل

(11                                          )† †UU U U 1  

 در نتیجه، 

(12                                                     )†U U 1  

 .گر یکانی همیشه یکانی استضرب دو عمل

 

 گرها: طیف یک عملکتمقدارها و ویژهویژه

 aعدد مختلطو  uکت غیرصفر اگر .کنداثر می درکه  استعملگری  Aه فرض کنید ک

 چنان وجود داشته باشند که

(13             )                             A u a u           

 آن است. )راست( ویژه مقدار aو Aگرعملکت ویژه uگوییم، 

 وجود داشته باشند که bو عدد مختلط vبه همین ترتیب، اگر براِ 
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(14)                                               v A b v  

آن است. در فضای هیلبرت با ابعاد محدود، هر  )چپ( مقدارویژه bو A براویژه vگوییم، 

هم است، اما برای فضای هیلبرت بینهایت بعدی )چپ(  مقدارویژه چنینهم، )راست(مقدارویژه

 لازم نیست که این گزاره درست باشد.

نامند. در ابعاد گر میگر را طیف آن عملمقدارهای عملی ویژهی همهمجموعه  گر:طیف عمل

 ی مختلط اند.نقاط گسسته در صفحه قدارها )یعنی طیف(می ویژهمحدود، مجموعه

 : گرهای آشنا در مکانیک کوانتومیها برای طیف عملثالبرخی م

،آن گر همیلتونیعمل مقدارهایطیف نوسانگر هماهنگ: ویژه nE n   1

2

اند. طیف آن در  

طیف گسسته ای از شود. این نمونه(  نقاط گسسته بر روی محور حقیقی انرژی دیده میaشکل )

ی مختلط کامل دار اند. با این حال من صفحهز نظر فیزیکی معنیهای حقیقی ااست. فقط انرژی

 گرها مختلط اند.مقدارهای عملام، چون در حالت عمومی، ویژهرا نشان داده
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Hی آزاد،( طیف همیلتونی ذرهb)  در شکل p m 2

های ی انرژیبینید که شامل همه، را می2

Eحقیقی مثبت،    است و با خط پررنگ بر روی محور حقیقی نشان داده شده است. این

  است. طیف پیوستهای از  نمونه

های ی گسسته در انرژیبینید. این یکی شامل یک مجموعه( طیف اتم هیدروژن را میcدر شکل)

Eدهد و با نزدیک شدن بههای مقید را نشان میمنفی است که حالت    تعدادشان به بینهایت

Eهایی آزاد( . افزون بر این، برای انرژیکند )مانند انرژی ذرهمیل می   یک طیف پیوسته

 مقدارهای گسسته و پیوستار است.ای از ویژههم دارد. بنابراین، طیف اتم هیدروژن آمیزه

مقدارهای آن دهد. ویژهدر فضای با ابعاد محدود، نشان می را یکانیگر ( طیف یک عملdشکل)

 ی مختلط قرار دارند.  ی یکه در صفحههای فاز  اند که بر روی دایرهضریب

ی که در رابطه uهایکتی ویژهباشد، مجموعه همقدارها گسستاگر طیف ویژه ی مهم:نکته

A(، یعنی13) u a u یمقدار داده شدهازای هر ویژه، بهکنندصدق میa ،در  زیرفضایی

 دهند. ها تشکیل میفضای کت

aو uبه یاد بیاورید که اگرچه ی توضیحی:نکته u برت اند اما هر دو یک بردارهای فضای هیل

uهایکتی ویژهکنند. بنابراین، مجموعهسامانه را توصیف می حالت فیزیکی
1

 ،u
2

و غیره با  

aویژه مقدارهای متناظر
1

،a
2

و در نتیجه .دو غیره همگی در فضای هیلبرت ان  nu  زیر فضای

 تواند زیر فضایکم یک بعد دارد، اما میها است. این زیر فضا دستفضای هیلبرت یا فضای کت

خواهیم نامید. اگر ها حالتویژهفضایاین زیرفضا را  )حتی بینهایت بعدی( هم باشد. با ابعاد بالا

اند. در غیر این صورت آنها  ناتبهگنمقدارها گوییم ویژه ها یک بعدی باشد،حالتفضای ویژه

مقدار داشته باشند. به بیان دیگر، کت، یک ویژه این بدان معنی است که چند ویژه اند. تبهگن

هگن های تبکت متمایز یکسان باشند. این یعنی تبهگنی. تعداد حالتمقدارهای دو یا چند ویژهویژه

 نامند.می ی تبهگنیمرتبه)ابعاد تبهگنی) را 

 

 های هرمیتیگرمقدارهای عملویژه

 گر وجود ندارد. اما ی یک عملبراهاویژهو  هاکتویژهای بین ی سادهدر حالت عمومی، رابطه
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شود. برای حالا، فقط طیف گسسته را مسئله تا حد زیادی ساده می هرمیتی باشد، Aگراگر عمل

 اهیم گرفت.در نظر خو

ای مقدارها، زیرمجموعهحقیقی اند. بنابراین، طیفِ ویژهAگر هرمیتیعمل naهایمقدارویژه : (1)

 ی مختلط است. در روی محور حقیقیِ صفحه

Aاثبات:   u a u  را از سمت چپ درu :ضرب کنید. خواهیم داشت 

(15                                      )u A u u a u a u u  

A†، هرمیتی استA( را حساب کنید: چون15مختلط ) مزدوج حالا، A :است و در نتیجه داریم 
†u A u u A u ،خودش است. اما سمت راست آن ( 15ی )سمت چپ رابطهمزدوج .  پس

a u u شود:می 

(16                                               )†u A u u A u a u u  

 ( را از هم کم کنید: 16( و )15های )رابطه

(17                              )  sincea a u u a a u       

 

Aاگر (:  2) u a u  باشد، آنگاهu A a u  ،هم مزدوج هرمیتی براها ویژهاست. بنابراین

 برابر اند(. راستو  چپمقدارهای اند )و ویژه Aهای عملگرکتویژه

اند. بگذارید این را با یک قضیه بیان  متعامدمقدارهای گسسته، کت متناظر با ویژهدو ویژه(: 3)

 کنیم:

 

)این  مقدارهای گسسته، متعامد اند.گر هرمیتی متناظر با ویژههای عملکت:  فضای ویژه1ی قضیه

 کت برگزینیم، متعامد اند(هیعنی هر جفت برداری که از دو فضای ویژ

Aاثبات: فرض کنید u a u وA u a u   کتبرای دو ویژهu وu مقداربا دو ویژهa  و

a اند. اولی را درu و دومی را درu کنید. خواهیم داشت ضرب 

  (18 )                                       
u

u

u A u a u

u A u a u



  
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ی یوغ هرمیتی معادلهی دوم را حساب کنید و از اولی کم کنید. همیوع هرمیتی معادلهحالا هم

†دوم عبارت است از  
†u A u u A u u A u a u u a u u         ،در نتیجه .

 خواهیم داشت

(19    )                                    a a u u    

دهد که یااین رابطه نشان می a a  یا u u مقدارها را گسسته فرض . چون ویژه

aکردیم،  a   است. بنابراینu u  صفر است «( بردار»که ضرب داخلی دو کت )یا  است

 و این یعنی آنها متعامد اند.

 

 بهنجارهای راستپایه: جمع مستقیم، هاکتکامل بودن ویژه

Aکه در  uکتبه یاد بیاورید که گفتم هر ویژه u a u  در فضای هیلبرت کند، یک زیرفضا

حال فرض کنید کهاست. 
1

و  
2

اند که هیچ عضو مشترک )به جز دو زیرفضا در 

عنصر صفر( ندارند. جمع مستقیم
1

و
2

توان از ترکیب هایی است که میی بردارمجموعه 

خطی بردارهای این دو فضا است. ما ان را با
1 2

 نشان خواهیم داد. یعنی  

(20                          )  ,;       
1 1 1 12 2 2 2

  

هم به جمع مستقیم اندیشید:  توان این گونهاست. می البته جمع مستقیم خود یک زیرفضای

هایهای آن، با پایهفضایی که  پایه
1

و 
2

بنابراین ابعاد شود.ساخته می 
1 2

جمع  

ابعاد 
1

و
2

 است.  

 توانیم کامل بودن را برحسب جمع مستقیم بیان کنیم:حدود، میحالا در ابعاد م

,را Aمقدارهایکند. ویژهاثر میگری است که در فضایعمل Aفرض کنید ,
N

a a a
1 2

  

 ام باشد، یعنیnزیرفضای  nبنامید. اگر

(21                               ) . .n nu s t A u a u      

  کامل است، اگر  Aگرگوییم عمل

(22                                             )
N

   
1 2
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Aگفتار بالا در این است که اهمیت  یلبرت ه. افزون بر این، فضای کامل است گر هرمیتیهر عمل

گر های عملکت، به فضای ویژهکندای از زیرفضاهای متعامد تجزیه میرا به مجموعهاصلی

 کند.تجزیه می

 r ،این نماددهید. در  nrبا ران آبهنجار برگزینید. ی راستیک پایه nدر هر یک ازحال 

,،بنابراین  است. امnیاست زیرفضا بهنجاربردارهای راست رایباندیسی  , ,dim nr 1 2. 

 ،هر یک از زیرفضاهاوناگون این کار را انجام داد. چون ی گهاروش هبتوان میهمواره 

های راست پایه ،ها  rها وnیازای همهبه nrی بردارهایمجموعه ،ودشان متعامد اندخ

  ،شود. بنابراینمی بهنجار برای کل فضای هیلبرت

(23)                                        nn rrnr n r  
 

   

 :اندAگرهای عملکتهژویnrهایکتاین 

(24nA nr a nr )                                                  

nr  اینک  ،های راست بهنجار اند. افزون بر اینپایههژها وی ،بیان دیگربه 

 :گر همانی نوشتعملتوان می

(25
,n r

nr nr1 )                                                   

A گر را عمل توانیم خودِمی ،چنینهم ست.ا ،کاملرای عملگربراست بهنجار های پایههژویبا که 

 بنویسیم (هاپایه)ها کتهژبرحسب این وی

(62)                                  n
nr

A a nr nr                                                                  


