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  )ميلادي 1453(هجري شمسي  832امام، اصفهان، متعلق به سال  باب مسجد تصويري از

بلور شبهابداع ساختار  ها قبل ازكه قرن) Quasi-Crystals(بلورها گون در شبهنمايي از تقارن كامل ده

معماران بدست  )Penrose Tiling(پنروز توسط راجر  1970 يدر دههگون دوبعدي با تقارن پنج

 .اسلامي در ايران بنا نهاده شده است

  

P. J. Lu and P. J. Steinhardt, Science 315, 1106 (2007) 
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  .كليه حقوق مادي و معنوي اين اثر متعلق به دانشگاه صنعتي شريف مي باشد

با ذكر ماخذ  هاي پيوست ب،و همچنين خروجي برنامه ها، ، شكلمحتوياتنقل مطالب و استفاده از 

  .بلامانع است
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  ديباچه
در دانشگاه صنعتي چندين سال پياپي تحقيق، و تدريس در زمينه بلورهاي فوتوني  ي اين كتابچه ثمره

آن توسط دو تن  ي شهيد بهشتي است، كه نسخه اوليهآوري جورجيا، و دانشگاه  فن ي شريف، موسسه

از دانشجويان دكتري فيزيك ليزر در دانشگاه شهيد بهشتي، آقايان مهرداد مرادي و فيصل كروشاوي 

. العاده تحسين برانگيزي تهيه و تنظيم گرديده است با تلاش و دقت فوق 1385طي تابستان سال 

متعلم، دانشجويان كارشناسي مهندسي برق دانشگاه صنعتي آقايان احمد بيرامي و سيد پيام عليپور 

شش اند و تكميل و اصلاح  شريف، در ويرايش متن و رفع غلطهاي متعدد نقش بسيار موثري داشته

بدينوسيله نهايت تشكر و امتنان را نسبت به . انجام پذيرفته استبا كمك ايشان  اول كتاب بخش

 ي توسط آقاي امير حسيني به عنوان بخشي از پروژه پيوست ب تماماًهاي  برنامه. دارد ايشان اعلام مي

برق دانشگاه صنعتي شريف نوشته  ي در دانشكده 1384كارشناسي ايشان در طول بهار و تابستان سال 

  . شده است

  

ام كه بحث و تبادل نظر با  طي سالهاي گذشته از همراهي دانشجويان و استادان متعددي درس آموخته

از اين بابت مراتب . ر ايضاح و تدوين بسياري از نكات و دقايق اين كتابچه نقش داشته استايشان د

سپاس و قدرداني نسبت به آقايان استاد دكتر بيژن رشيديان، مرحوم شادروان استاد دكتر كسري 

آوري جورجيا را اعلام  فن ي بركشلي در دانشگاه صنعتي شريف و آقاي دكتر علي اديبي در موسسه

سيد هاشم احمد خياط جعفري، از ميان دانشجويان عزيز آقايان امير حسين برادران قاسمي، . دارد مي



، دهي، و نرگس انصاري ايان، مهري حميدي سنگ ها نفيسه زواره عارف، علي انصاري، و خانم

رضا  ميثم ،و آقايان اميرحسين اتابكي ،در دانشگاه شهيد بهشتي دانشجويان دكتري فيزيك ليزر

در دانشگاه صنعتي شريف، و جمعي ديگر از رضا كوكبي و حسام زندي  منزار، مهدي ميري، عليچ

اند ضمن شركت  يا جز آن با اينجانب در تماس بوده دانشجويان در داخل و خارج از كشور كه مستقيماً

ضمن ارج نهادن به علاقه، تلاش . در كلاس و بحثها موجبات ساختار اصلي اين متن را فراهم آوردند

اميد است در آينده شاهد پيشرفت ايشان در اين زمينه يا ساير العاده و درخشش اين عزيزان  فوق

  .هاي مرتبط باشيم زمينه

  

  نخست كتاب  ي در كلاسهاي درس ارايه شده توسط اينجانب نسخه

K. Sakoda, Optical Properties of Photonic Crystals, Springer-Verlag, Berlin, 2001 

با اين وجود بخش معتنابهي از اين نوشتار محصول . استبه عنوان مرجع پايه مورد استفاده بوده 

بنابراين مراجع مورد استفاده نيز براي . باشد ميمستقيم كارهاي شخصي اينجانب يا مقالات ديگران 

  .اند ارجاع علاقمندان ذكر شده

  

شده  ها و اشكالات تايپي بكار بسته هر چند در تهيه اين نوشتار دقت كافي براي ويراست متن از غلط

استادان، محققين و  ي لذا از كليه. باشد مانده متوجه اينجانب مي اشتباهات احتمالي باقي ي است، كليه

گردد پيشنهادها،  اند دعوت مي دانشجويان عزيز كه اين نوشتار را در كار علمي خود مفيد يافته

طريق پست، پست  موجود از ي اشتباهات موجود در متن را جهت بهبود نسخه ي انتقادات، و كليه

 .الكترونيك، و يا دورنگار به اينجانب منعكس فرمايند

  سينا خراساني

  1386ماه  فروردينهفدهم تهران، 

  khorasani@sina.sharif.edu :پست الكترونيك

  )021( 6602- 3261: دورنگار
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  پيشگفتار

  

يك محيط  مثلاً. توان يك محيط با خواص اپتيكي متناوب تعريف كرد فوتوني را به طور ساده ميبلور 

εگذردهي الكتريكي دارايتيره هاي  قسمت نشان داده شده است كه )1(اپتيكي متناوب در شكل   و  

توان به عنوان  اين سيستم را مي. هستندروشن هاي  نسبت به قسمت تمتفاوو همگن  μ مغناطيسي

گذردهي و ميزان فوتوني بسيار پاشنده است و بلور . در نظر گرفت يك بعدي ي ساده فوتونيبلور يك 

اين ويژگي در شكل زير براي يك بلور فوتوني كه . باشد وابسته به طول موج مي به شدت انعكاس آن

باشد نمايش داده  بزرگتر از صفر و براي نور قرمز تقريبا صفر ميضريب گذردهي آن براي نور آبي 

  . شده است

    

    
  .]1و2[ متفاوتيك بعدي و پاسخ آن به دو طول موج  بلور فوتوني): 1(شكل 

a 

a



 

 

پيشگفتار ب

حداقل طول فضايي است كه گر  شود و نمايان تناوب ناميده مي ي ثابت شبكه و يا دوره aدر شكل فوق 

)به بيان ديگر . گردد ساختار شبكه در آن تكرار مي ) ( )x x aε ε= )كه در آن  + )ε تابع مكاني  ⋅

هايي  ي از تناوب وجود محدودهتوان نشان داد كه مهمترين اثر ناش مي .گذردهي الكتريكي است

به اين . است كه در آنها امكان انتشار موج در ساختار وجود ندارد بسامد ي دار در حوزه و كران پيوسته

بين هر دو گاف فوتوني متوالي يك نوار مجاز . شود گفته مي بسامدا نوار ممنوع نواحي گاف فوتوني ي

اگر يك گاف فوتوني . پذير است كه انتشار موج در آن تحت شرايطي امكان )و برعكس( دارد قرار بسامد

] بسامد ي با بازه ]1 2,f f  1مشخص شود كه در آن 2f f<گاه  ، آن( )1 2 2cf f f+ مركزي  بسامد

2گاف و  1cf f fΔ هاي گوناگون بلورهاي  در طراحي هندسه معمولاً. شوند پهناي گاف ناميده مي −

cي نسبي گاف را كه بصورت ترين پهنا ساختارهايي با عريضمنديم  فوتوني علاقه cm f fΔ  تعريف

  . دست آوريمه شود ب مي

  

. الكتريك فرض نمود متناوب از دو دي ي توان مانند يك آرايه در دو بعد يك بلور فوتوني را مي

براوايس در فيزيك حالت جامد  بلوريهاي  ها با اين احتساب در دو بعد همانند گروه ترين هندسه ساده

اما به دلايل گوناگون كه برخي از آنها در طول اين . اصلي قابل تقسيم خواهند بود ي به پنج خانواده

نمايش داده ) 2(در دو بعد از اهميت برخوردارند كه در شكل  بلورينوشتار خواهد آمد تنها دو گروه 

  .اند شده

      
  .]1و2[ يساختار مثلث: ساختار مربعي؛ چپ: دو بعدي؛ راستبلور فوتوني  ي نمايش دو هندسه پايه): 2(شكل 

a2

a1 

a2

a1



 

 

 فوتوني بلورهاياي بر اپتيك مقدمه  ت

بعد تناوب مكاني در ساختارهاي بيش از يك . شوند بردارهاي پايه شبكه ناميده مي 2aو  1aدر اينجا 

)جا به صورت  گردد كه در اين به ابعاد فضايي تقارن انتقالي باز مي ) ( ) ( ), ix yε ε ε= = +r r a 

,1) سه بعد(در دو بعد  وشود  نمايش داده مي 2i = )1,2,3i ضرب  بديهي است حاصل. باشد مي) =

1به فرم ) سه بعد(خارجي بردارهاي شبكه در دو بعد  2×a a )1 2 3× ⋅a a a (براي . بايد غير صفر باشد

(هر دو ساختار دو بعدي مربعي و مثلثي بردارهاي پايه از نظر طول با يكديگر يكسانند 

1 1 2 2a a a= ≡a a .( از طرف ديگر براي ساختار مربعي( )1 2, 2π=a a كه براي  در حالي

)ساختار مثلثي  )1 2, 3π=a a باشند مي.  

  

ديگري  ي شود كه علاوه بر تقارن انتقالي كه همان ويژگي تناوب مكاني است گونه به سادگي ديده مي

به بيان ديگر . گذارد از تقارن در اثر دوران حول مبدا وجود دارد كه بلور فوتوني را بدون تغيير باقي مي

) 60°( 90°اين زاويه برابر ) مثلثي(در ساختار مربعي . بلور فوتوني نسبت به آن تبديل ناوردا است

. زير نمايش داده شده است گردد و در اشكال مي) گون شش(است كه موجب تقارن دوراني چهارگون 

  .هاي آينده خواهد آمد لازم به ذكر است كه بحث مفصلي پيرامون تقارن در بلورهاي فوتوني در بخش

  

    
  .]1و2[ ينمايش تقارن دوراني و سلول واحد در بلورهاي فوتوني دو بعد): 3(شكل 

  

) سه بعد(طور كه در شكل فوق با نواحي صورتي رنگ مشخص شده است سلول واحد در دو بعد  همان

ترين جزيي  كوچك) حجم( بردار پايه است و در واقع از نظر سطح) سه(متشكل از دو ) حجم(سطح 

60o  
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پيشگفتار ث

گرچه اين انتخاب منحصر به فرد . است كه با انتقال و تكرار آن بتوان كل بلور فوتوني را بازسازي نمود

ترين انتخاب براي بلور فوتوني مربعي و مثلثي به ترتيب مربع و لوزي با اضلاع  معمولا سادهنيست ولي 

  .باشند مي aبرابر با ثابت شبكه 

  

بلور فوتوني مثلثي شمرده ميشود شبكه  ي بعدي ديگري كه در واقع از خانواده شبكه مشهور دو

گون  شده است و داراي تقارن دوراني ششگرافيت يا لانه زنبوري است كه در شكل بعد نمايش داده 

را ميتوان حالت خاصي از بلور فوتوني دو بعدي در دستگاه  نيز فيبر براگ در شكل زير. باشد مي

  .اي فرض نمود انهمختصات استو

         
  .]1و2[ )شكل چپ(و فيبر براگ ) شكل راست(بلورهاي فوتوني گرافيت ): 4(شكل 

 
ذكر آنها را به اي است كه  پيچيدهمتعدد و و فرآيندهاي  در عمل ساخت بلورهاي فوتوني شامل مراحل

چه است كه در اشكال  ولي در عمل ساختار بلور فوتوني بسيار مانند آن. كنيم بخش انتهايي موكول مي

ثلثي و گرافيت نمايش تصاويري از ساختارهاي واقعي دو بعدي م) 5(در شكل . فوق آورده شده است

هاي تقارن دو يا چند  ويژگي البته مادامي كه .كه با ميكروسكوپ الكتروني گرفته شده است داده شده

 ،يك خانواده محسوب كنيمپذير است كه آنها را هنوز از  باشد امكان ساختار بلور فوتوني يكسان مي

اين حالت براي دو بلور فوتوني از . گرد نباشد) ها يا استوانه(ها  مثال شكل سوراخ اً برايفرض حتي اگر

در ها  مانند ميان استوانه و گرافيت با اتصالات پل] 5[) 6(در شكل هاي مثلثي  با سوراخ مثلثي ي گونه

لازم به ذكر است كه ساختارهاي دو بعدي در واقع در امتداد . نمايش داده شده است] 4[) 7(شكل 



 

 

 فوتوني بلورهاياي بر اپتيك مقدمه  ج

نانومتر  500تا  200و معمولا در حد  )اي ساختار تيغه( محور عمود بر صفحه داراي ضخامت محدود

  .باشند مي

         
  ]. 4[) راست(و گرافيت  ]3[ )چپ( تصاويري از بلورهاي فوتوني مثلثي): 5(شكل   

    
  ].5[هاي مثلثي  بلور فوتوني دو بعدي مثلثي با سوراخ ي تصاوير مربوط به تيغه): 6(شكل 

  
  ].4[ها  اتصال ميان استوانه ي بلور فوتوني گرافيت با تيغه): 7(شكل 

 

گون تقسيم شده  جا به دو حالت چهارگون و شش تا اين تقارن دوراني در بلورهاي فوتوني دو بعدي

امكان داشتن تقارنهاي دوراني در ساختارهاي دو بعدي تنها به توان نشان داد كه  در واقع مي. ستا



 

 

پيشگفتار ح

تقارن دوراني با تقارن صورت  در غير اين]. 6[گردد  گون محدود مي گون، چهارگون و شش دوگون، سه

گون نمايش داده شده است  پنج ي نمونه اي از يك هندسه) 8(در شكل . انتقالي ناسازگار خواهد بود

، و آن هم تنها حول يك نقطه مركز 72° شود اين ساختار تحت دورانهاي طور كه ديده مي همان]. 7[

كه  جايي اما از آن. باشد در صفحه، ناوردا است ولي فاقد هرگونه تقارن انتقالي هندسي دقيق مي

باشند و دست  وجه ميت ست هنوز داراي بسياري خواص اپتيكي مطلوب و قابلساختارهايي از اين د

. شوند بندي مي بلورها طبقه فرما است تحت عنوان شبه بر آنها حكم) تقارن دوراني(كم نظمي هندسي 

 ].8[شود  گون ديده مي بلور فوتوني دوازده نيز يك نمونه شبه) 9(در شكل 

 

  
  ].7[گون  بلور با تقارن دوراني پنج ساختار هندسي شبه): 8(شكل 

  

  
  ].8[گون  بلور فوتوني با تقارن دوراني دوازده شبه): 9(شكل 

 

72o 



 

 

 فوتوني بلورهاياي بر اپتيك مقدمه  خ

  
  ].9[بعدي  بندي انواع بلورهاي فوتوني سه طبقه): 1(جدول 

 

همانند بلورهاي الكتروني در فيزيك بلوري هاي  بعد از نظر گروه بلورهاي فوتوني در سهبندي  اما طبقه

آوري ساخت  كه فن جايي اما از آن]. 6[پذيرد  گروه اصلي شبكه براوايس انجام مي 14حالت جامد به 

و  ،بعدي هنوز به سرعت در حال تكامل است از بحث مفصل در اين باره اجتناب بلورهاي فوتوني سه

  . كنيم و مراجع درون آن تنها به ذكر حالات مشهورتر اكتفا مي) 1(ضمن ارجاع خواننده به جدول 

 

و ] 10[توسط جان  لاًمستق 1987پس از پيش بيني وجود گاف فوتوني در سه بعد كه در سال 

ط هو و آن را به نمايش بگذارد توس توانست عملاًاولين ساختاري كه انجام پذيرفت ] 11[وويچ يابلون

بلور الماس طراحي شده و داراي نسبت  ي گزارش شد كه بر مبناي هندسه 1990در ] 12[ديگران 

د كه به وويچ ساختار معكوسي شبيه به بلور الماس ارايه كريكسال بعد يابلون. بود% 29اف برابر گ

از نظر  عموماً به دنبال آن ساختارهاي بسيار گوناگوني ارايه شدند كه]. 13[ووايت مشهور شد يابلون

ووايت با فرآيندهاي تراش امروزه ساخت يابلون .آوري ساخت و يا نسبت گاف مطلوب نبودند وجود فن

تراش . پذيرد الكتروني انجام مي ي متمركز يوني، به همراه پرتونگاري باريكه ي الكتروشيميايي و باريكه



 

 

پيشگفتار د

 نسبت منظر بسيار بزرگ را فراهم ميمتمركز يوني امكان ايجاد سوراخهايي با عمق زياد و ي  باريكه

   .گذارد اي و نه مخروطي بر جاي مي استوانه اي كه سوراخهايي كاملاً كند، به گونه

  

  
  ].13[ووايت ني يابلونتصويري از بلور فوتو): 10(شكل 

 

بعدي با نسبت  دسترسي به يك ساختار فوتوني سه 1994در سال ] 14[چوبي  ي اما با ساختار افرازه

آوري ساخت حتي تا مقياس مورد نياز براي طول موجهاي  قابل قبول و عدم پيچيدگي در فنگاف 

آن ناشي  ي لايه در حقيقت سادگي ساخت اين ساختار از فرم لايه. مخابراتي فيبر نوري ميسر شد

لايه در رشد اين ساختار امكان ايجاد  فرآيند لايه. نمايش داده شده است) 11(شود كه در شكل  مي

ووايت به سادگي كه اين ويژگي در يابلوني كند، در حال به سهولت فراهم مي ص در شبكه را نيز نسبتاًنق

  .در دسترس نيست

  

اي به نام مارپيچ درهم بافته  پس از محاسبات مفصل ساختار پيچيده] 16[تودر و جان  2001در سال 

خت چهار سال بعد، و با تكيه بر روش آوري سا ولي فن. را ارائه كردند كه داراي گاف فوتوني كامل بود

، امكان محقق شدن آن را با كيفيت ]17[دو فوتوني يا نوشتن مستقيم ليزري  پرتونگاريمدرن 
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  ].17[ تصوير ميكروسكوپ الكتروني از ساختار واقعي مارپيچ درهم بافته در طيف فروسرخ ):13(شكل 

 

شوند ميتوان به هولوگرافي،  در ساخت بلورهاي فوتوني استفاده مي ساير فرآيندهايي كهاز ميان 

، )چوبيبراي ساختار افرازه (، پيوند ويفر xنگاشت، پرتونگاري لايه به لايه، پرتونگاري تداخلي موج 

  . پالهاي وارون، و كولوئيدها اشاره نمودپالها، اُاُ

  

از آن ميان . گذشته به سرعت در حال گسترش بوده است ي كاربردهاي بلورهاي فوتوني در طول دهه

ترين كاربرد بلورهاي  ترين و مهم جالب احتمالاً .كنيم ين ها اشاره ميمهمتربه برخي از جديدترين و 

ويژگي منحصر به فرد بلورهاي فوتوني در انعكاس كامل نور . فيبر نوري بوده استفوتوني در مخابرات 

ر غلاف فيبر را بطور هنگامي كه فركانس آن در گاف فوتوني قرار دارد امكان كاهش تلفات د

توان در واقع  مي. الكتريك انتشار يابد همچنين لزومي ندارد كه نور در دي. دهد مي گيري افزايش چشم

صورت اثرات غير خطي و تلفات فيبر به  يا هوا با فشار كم هدايت نمود كه در اين ر داخل خلأنور را د

 از آن. شود به اين خانواده از فيبرهاي بلور فوتوني فيبر سوراخدار گفته مي. رسد حد بسيار ناچيزي مي

 عملاً ،فوتوني وجود دارد بلوركه امكان طراحي مناسب نمودار پاشندگي همزمان با طراحي فيبر  جايي

توان اثرات اتلاف، تغييرات قطبش، و اثرات غير خطي را به حدي كاهش داد كه مخابرات فيبر  مي

در . نوري بين هر دو نقطه از سطح كره زمين بدون احتياج به تقويت كننده يا تكرارساز ميسر گردد

مقطع ) 15(در شكل  نيز]. 18[شود  ديده ميدو نوع اصلي از فيبرهاي نوري بلور فوتوني ) 14(شكل 



 

 

 فوتوني بلورهاياي بر اپتيك مقدمه  ز

ر بلور فوتوني نمايش داده متعلق به مود انتشار پايه در يك فيب مغناطيسي نورعرضي دامنه ميدان 

   ].19[دهد  كه ميزان محصورسازي انرژي نوراني را در مركز فيبر نشان مي شده است

 

  

  
 ].18[دو نوع از فيبر بلور فوتوني  ):14(شكل 

  

  
  ].19[نمودار دامنه ميدان مغناطيسي عرضي مود پايه در سطح مقطع يك فيبر نوري بلور فوتوني ): 15(شكل 
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. ]20[ رمنشور و شكست منفي اشاره نمودبتوان به اثر اَ از ديگر خواص بسيار مهم بلورهاي فوتوني مي

. گيرند سرچشمه مي و غير عادي نور در آنها هر دوي اين ويژگيها در حقيقت از پاشندگي بسيار شديد

هاي مخابراتي براي كاربرد در مخابرات تفكيك طول موج چگال  ساز كانال يك تفكيك) 16(در شكل 

ميكرون به  100شود اين سيستم با وجود ابعاد حدود  همانطور كه ديده مي. نشان داده شده است

  .باشد نانومتر مي 25 حدوداً خوبي قادر به تفكيك كانالهايي با اختلاف طول موج

  

    

   
  ].3[هاي چگال مخابرات نوري  استفاده از اثر ابرمنشور در تفكيك كانال): 16(شكل 



 

 

 فوتوني بلورهاياي بر اپتيك مقدمه  ش

  
  ].21[اي نور توسط بلور فوتوني  شكست منفي و بازسازي كامل تصوير منبع نقطه): 17(شكل 

  

در طور كه  همان. شكست منفي توسط بلور فوتوني به نمايش درآمده است ي پديدهدر شكل بعدي 

اي كمتر از يك طول موج نسبت به بلور  اي نور در فاصله منبع نقطه ،شود اين شبيه سازي ديده مي

فوتوني قرار دارد و با اين وجود بلور فوتوني هنوز قادر به بازسازي يك تصوير حقيقي كامل از آن 

عادي مثل از تركيب هوا و دي الكتريكهاي  كه خود بلور فوتوني عموماً با وجود آن. باشد مي

كه اين پديده قابل مقايسه با محيطي است كه همزمان  جايي شود، از آن ها ساخته مي هادي نيمه

. ضريب گذردهي الكتريكي و مغناطيسي موثر آن منفي است به پديده شكست منفي نام گرفته است

ن سيستم تري كوچك نيز اخيراً. تري در بخشهاي آينده خواهيم داشت پيرامون اين مطلب بحث طويل

رمنشور، باي از سه اثر اَ مبتني بر بلورهاي فوتوني گزارش شده است كه با استفاده بسيار هوشمندانه

  ]. 22[باشد  نانومتر مي 5شكست منفي، و گاف فوتوني قادر به تفكيك كامل كانالهايي با فاصله تنها 

  

براي تشخيص تصاويري با ابعاد  نيديگر به قابليت استفاده از بلورهاي فوتو] 23[در يك گزارش جديد 

ها ميتوان ادعا كرد كه مرز پراش كلاسيك توسط  لذا با توجه به اين توانايي. اشاره شده است موجريز

  .توجه نماييد) 18(اي بسيار در خور توجه به شكل  به عنوان نمونه. بلورهاي فوتوني از ميان رفته است
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 تصوير ميكروسكوپ الكتروني؛ : راست يك؛عبور از مرز پراش كلاس): 18(شكل 

  ].23[تصوير نور مرئي با كمك بلور فوتوني : چپ

بلورهاي فوتوني نه تنها در فرم كامل و بدون نقص بلكه ضمن ايجاد نقايص گوناگون و كنترل شده به 

اي، خطي،  طهتوانند از نوع نق ها در شبكه بلور فوتوني مي انواع نقص. روند منظورهاي گوناگون به كار مي

گردند  هاي قابل طراحي مي ها منجر به خواص و ويژگي هر كدام از انواع اين نقص. اي باشند و يا صفحه

اي بصورت يك كاواك با حجم مود بسيار كوچك عمل  مثلا نقص نقطه. دارندكه كاربرد خاصي 

فوتوني مثلثي پيرامون يك كاواك با بهينه سازي موقعيت سوراخهاي بلور ) 19(در شكل  .نمايد مي

در اين ]. 24[گرديده است  105شود كه منجر به ضريب كيفيت بزرگتر از  اي ديده مي يك نقص نقطه

)بسيار كوچك  ي از مرتبه مثال و موارد مشابه حجم مود معمولاً )3210 n λ−  است كه در آنn  ضريب

  .باشند طول موج مي λالكتريك ميزبان و  شكست دي

  
  ].24[كاواك بلور فوتوني با ضريب كيفيت بسيار بالا و حجم مود كوچك ): 19(شكل 



 

 

 فوتوني بلورهاياي بر اپتيك مقدمه  ض

: به دو دليل است اين عمدتاً. فوتوني در الكترونيك نوري هم از جايگاه ممتازي برخوردارندبلورهاي 

ول مورد ا .انعكاس كامل و موثر از بلور فوتوني در گاف فوتوني و چگالي حالات صفر در گاف فوتوني

 كه به كمك چگالي حالات فوتوني صفر مي گردد در حالي موجب بازيافت موثر فوتون در كاواكها مي

لذا . برابر صفر است توان اطمينان كسب نمود كه آهنگ گسيل خودبخودي در گاف فوتوني دقيقاً

در اين . گردند پذير مي هادي معمول امكان ليزرهايي با جريان آستانه بسيار كوچكتر از ليزرهاي نيمه

را  GaNيك ديود نوري از جنس ) 20(شكل  .اين نوشتار خواهد آمد ي دنبالهتري در  مورد بحث مفصل

دهد كه اتصال شفاف آن در واقع يك بلور فوتوني با آرايش مربعي و ثابت شبكه دلخواه  نمايش مي

دوبرابر شدن شدت نور  حضور بلور فوتوني در اين ساختار موجب. است) قابل كنترل به هنگام ساخت(

بسيار  ي توان طول موج را در بازه مي  به علاوه با تنظيم ثابت شبكه. گردد خروجي در جريان ثابت مي

در گزارش جديدتري با كمك ذرات نانو سيليكون  چنينهم .نانومتر تنظيم نمود 300-700گسترده 

مولفين قادر به افزايش راندمان  ]26[در بستر زيرين يك بلور فوتوني از جنس سيليكون چندبلوري 

  .شود در شكل بعدي اين ساختار ديده مي. اند توليد نور از نانوذرات سيليكون تا چهار مرتبه بوده

     

  
  ساختار ديود نوري و موقعيت بلور فوتوني؛: ؛ بالا راست]25[گيري از بلور فوتوني  با بهره GaNديود نوري ): 20(شكل 

  .جريان-ولتاژ و شدت نور-هاي جريان مشخصه: ميكروسكوپ الكتروني از بلور فوتوني بكار رفته؛ پايينتصوير : بالا چپ
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  ].26[ديود نوري نانوذرات سيليكون با آينه بازيافت بلور فوتوني ): 21(شكل 

  

هاي مزدوج بلور فوتوني را به منظور  كاواك ي ساختار جديدي تحت عنوان آرايه) 22(در نهايت شكل 

. گزارش شده است] 27و28[كه در دهد  بسيار ناچيز نمايش مي ي حصول يك ريزليزر با جريان آستانه

  .دوبعدي است و در بلور فوتوني مربعي مورد آزمايش قرار گرفته است اين ساختار اساساً

  

         
  ساختار دوبعدي آرايه در بلور فوتوني مربعي؛ : هاي مزدوج بلور فوتوني؛ راست كاواك ي آرايه): 22(شكل 

  ].27و28[نانومتر  2/1354بدست آمده در  طيف تشعشع ليزر: ليزر؛ چپشبيه سازي دامنه ميدان الكتريكي : وسط

  

ساختاري جهت  ي از ميان آخرين دستاوردهاي قابل توجه در زمينه بلورهاي فوتوني ارايه

ها، يا به عبارت ديگر امواج الكترومغناطيس و فراصوت، است  ها و فونون محصورسازي همزمان فوتون



 

 

 فوتوني بلورهاياي بر اپتيك مقدمه  ظ

اند كه ساختار دو بعدي بلور فوتوني مربعي با  براي اولين بار نشان داده در اين تحقيق مولفين]. 29[

هاي هوا قادر است گاف فوتوني و فونوني كامل ايجاد نمايد  سيليكون به عنوان محيط ميزبان و سوراخ

ها در بسامدهاي  ها و فونون و بنابراين امكان حصول يك كاواك كه در آن واحد قادر به حبس فوتون

 41/0ها به ثابت شبكه از  هاي استوانه باشد، مشروط به آنكه نسبت شعاع سوراخ هركدام مي ي ويژه

ها و چگونگي اين پديده در كاواك مورد بحث نمايش داده  توزيع ميدان) 2(در شكل . تر نباشد كوچك

يد ميرود بلورهاي فونوني ام ي با ادامه اين تحقيقات و نتايج اميدوار كننده ديگر در زمينه. شده است

فونوني و سردسازي اپتيكي در اين حيطه پا -كاربردهاي جديدي مانند اثر نورصدا در بلورهاي فوتوني

  .به عرصه وجود بگذارند

  

      
  هاي كاواك بدست آمده در بلور فوتوني دو بعدي؛ نها و فونو نمايش توزيع ميدانهاي فوتون): 2(شكل 

  مود ارتعاشي فونوني با قطبش مماسي؛: اپتيكي با قطبش الكتريكي؛ وسطميدان الكتريكي مماسي مود : راست

  ].29[مود ارتعاشي فونوني با قطبش عمود : چپ

  

داوري شده در  ي كه تعداد مقالات منتشره] 30[شود  ديده مي) 1(از نظر تعداد مقالات طبق شكل 

ده است و تنها در سال گذشته هر دو سال دو برابر ش 1987مجلات معتبر بين المللي تقريبا از سال 

توان گفت كه  بدين ترتيب مي. مقاله به چاپ رسيده است 2000بالغ بر حدود ) 2005(ميلادي 

بنابراين . سال پياپي اعتبار خود را حفظ نموده است 20بلورهاي فوتوني در طول حدود » قانون مور«
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هاي نانواپتيك به  ترين زمينه و جذاب ترين توان از جالب شايد بتوان ادعا نمود كه اين زمينه را مي

  .حساب آورد

  
  ].30[تعداد مقالات منتشر شده سالانه در ارتباط با بلورهاي فوتوني ): 1(شكل 
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  تمرين

 بسامدداراي يك حداكثر است؟ حداقل چطور؟ اگر  mآيا به نظر شما پارامتر نسبت گاف  - 1

}باشد آيا لزوما  1fپايين اولين گاف فوتوني  }1min 0f  ؟<

 .گون باشند تقارن دوراني دوگون و سهدو ساختار بلور فوتوني دو بعدي ترسيم كنيد كه داراي  - 2

يك بلور فوتوني با سلول واحد  ي نشان دهيد كه بلور فوتوني مثلثي را ميتوان به مثابه - 3

  .بردارهاي پايه و نسبت طول آنها را نمايش دهيد. مستطيل فرض كرد

هاي متقاطع در سطح يك حجم مكعبي ايجاد  سه دسته سوراخووايت از ايجاد نوساختار يابل - ۴

ها را  بين دسته سوراخ ي زاويه. هاي موازي با هم است شود كه هر دسته شامل استوانه مي

 .بيابيد
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  1بخش 

 هاي ناهمگناي بر الكترومغناطيس محيطمقدمه

  

مطالعه را  يكيمتناوب اپت يهاد معادلات حاكم بر حركت نور در محيطيبابلور فوتوني  يبررس يبرا

منفرد در يك چاه  معادلات حاكم بر حركت الكترونه به يشبهاي مختلفي از جنبهن معادلات يا. ميكن

غير ك الكترون ي يبرابه عنوان مثال . هستندنگر يشرود يا همان معادلهي، پتانسيل مستقل از زمان

)ل يكه در پتانسنسبيتي  )V r  ميكند دار يحركت م :  

)1(     ( ) ( ) ( ) ( )
2

2

2
V E

m
ψ ψ ψ−

∇ + =r r r r  

)انرژي و  Eكه  )ψ  پلانك ي ثابت كاهش يافته آزاد و  جرم الكترون m، تابع موج الكترون ⋅

  : ريبه صورت ز H يلتونيهامعملگر  با تعريف. باشد مي

)2(    ( )
2

2

2
V

m
−

∇ + rH  

  :آيد بصورت زير در مي) 1(معادله 

)3(    Eψ ψ=H  

ها قابل قياس است كه در  جبر ماتريس مقدار ويژه در ي مسألهبا يك  اين معادله در حقيقت مستقيماً

حقيقت با كمك حل در . باشد Hهاي ماتريس مربعي متناظر با عملگر هاميلتوني  مقدار ويژه Eآن 

  .هاي مرسوم يافت توان اين مقادير ويژه را با روش مي) 1(مستقيم معادله ديفرانسيل 
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در تقريب  ها ا حركت فوتونينور  امواج ح انتشاريتوض يبرادر مقايسه با تابع موج الكترون 

         :شود ياز معادلات ماكسول استفاده م الكترومغناطيس كلاسيك

         

)1-4(    BE
t

∂
∇× = −

∂
 

)2-4(    DH J
t

∂
∇× = +

∂
 

)3-4(  D ρ∇⋅ =  

)4-4(  0B∇⋅ =  

)ط يكه شراآزاد الكتريكي ان يجرچگالي و  آزاد بدون بارط يك محي يبرا ) 0ρ ≡r  و( ) 0J ≡r  در

  :شوند يمو در واقع خطي ر ساده يبه شكل زماكسول معادلات  آن حاكم است

)1-5(  BE
t

∂
∇× = −

∂
 

)2-5(    DH
t

∂
∇× =

∂
 

)3-5(  0D∇⋅ =  

)4-5(  0B∇⋅ =  

ه ب به ترتيب خود) 5-2(و ) 5- 1(معادلات  براي امواج الكترومغناطيس توان ديد كه با كمي دقت مي

ست اج به دياحتآنها گردد تا حل  موجب مي مسألهاين . كنند را ارضا مي) 5-3(و ) 5-4(خود معادلات 

در حالت  ساختاريمعادلات  .مشهورند داشته باشد كه به معادلات ساختاري گريد ي و معادلهكم د

  :]1[ به فرم زير قابل نمايش هستند يكل

)1-6(  ( ), ,D D E B S=  

)2-6(    ( ), ,H H E B S=  
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  :خواهيم داشتو اثر پيزوالكتريك در غياب فعاليت اپتيكي . باشد مي تانسور كرنش Sكه در آن 

)1-7(  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
0 0

3
0

, , , , , ,

, , , ,
i ij i ijk j k

ijkl j k l

D t t E t t E t E t

t E t E t E t

ε ε ε χ

ε χ

= + +

+ ⋅⋅⋅

r r r r r r

r r r r
 

)2-7(    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

21 1
0 0

31
0

, , , , , ,

, , , ,
i ij i ijk j k

ijkl j k l

H t t B t t B t B t

t B t B t B t

μ ν μ ζ

μ ζ

− −

−

= + +

+ ⋅ ⋅ ⋅

r r r r r r

r r r r
 

)در اينجا  ) ( ),m tχ r  و( ) ( ),m tζ r  تانسورهاي از رتبهm  و وابسته به مكان و زمان هستند كه

) طبق اين تعريف بديهي است كه .رسانند هاي غير خطي محيط را مي ويژگي )1
ij ijχ ε≡  و

( )1
ij ijζ ν≡  1كه در آن

ij ijν μ
−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤≡⎣ ⎦ ⎣ هاي ناهمسانگرد خطي در  هاي انتشار در محيط برخي ويژگي( ⎦

 .هاي تكرار شده برقرار است نيز عمل جمع براي زيرنويس. )مورد بحث قرار گرفته است] 2-4[مراجع 

، )Σ( توان از نوشتن صريح عمل جمع ين براي ضرب تانسورها ميانمايش اينشت ي طبق قاعده(

با وجود تكرار زيرنويس عمل موارد خاصي كه  .گردد صرف نظر كرد يس تكرار ميهنگامي كه يك زيرنو

شود اين  كه ديده مي طور همان). جمع نبايد صورت پذيرد، به طور مشخص مستثنا خواهند شد

حتي جملات غير خطي شامل عملگرهاي مشتق و گاه توانند بسيار پيچيده و  معادلات مي

نچه در محدوده فركانس مورد توجه از چنا. دننيز باش) براي مواد پاشنده(زماني گيري  انتگرال

با توجه به   InAs، و Si ،GaAsپاشندگي بتوان صرف نظر كرد براي تمامي بلورهاي مكعبي مانند 

 :خواهيم داشت ي پارامترهاعملگروه تقارن آنها و مقادير 

)1-8(  ( ) ( ), ,ij r ijt tε ε δ≡r r  

)2-8(    ( ) ( )2 , 0ijk tχ ≡r  

)3-8(  ( ) ( ) ( ) ( )3 3,ijkl ij kl jk ij kl ik jl il jktχ χ δ δ δ δ δ δ δ δ δ⎡ ⎤≡ + + +⎣ ⎦r r  بدون جمع ,

)4-8(  ( ) ( ), 0, 3m t mχ ≅ >r  

)5-8(  ( ) ( ), 0, 1m t mζ ≡ >r  

هاي تكرار  جمعي روي زيرنويس )8- 3(توجه شود كه در رابطه . دلتاي كرونكر است ijδكه در آن 

 :به فرم زير ساده خواهند شد) 7(پس معادلات . گيرد شده صورت نمي
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)1-9(  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
23

0 0, , , , , ,rD t t E t t E t E tε ε ε χ= +r r r r r r  

)2-9(    ( ) ( )0, ,B t H tμ=r r  

)) LiNbO3مثل (بديهي است براي بلورهايي كه تقارن مكعبي ندارند  )2 0χ امكان توليد   ≠

م يبخواه اگرولي . طور جداگانه بحث خواهيم داشته در اين رابطه ب. هاي زوج وجود دارد ماهنگه

 گاه آنم يرينظر بگدر محيط غير مغناطيسي همسانگرد را در  ياثر خطفقط 

( ) ( ) ( )0, , ,rD t t E tε ε=r r r .يا با تقريب در زمان تغيير نكنند و كه پارامترهاي محيط  در صورتي

  :توان نوشت نرخ تغييرات آن خيلي نسبت به بسامد نوسانات ميدانها كند باشد مي

)1-10(  ( ) ( ) ( )0, ,rD t E tε ε=r r r  

)2-10(    ( ) ( )0, ,B t H tμ=r r  

زمان حل حوزه در بايد به صورت عددي  مسألهمعمولا هايي كه اين شرط صادق نباشد،  براي سيستم 

در غير اين  .شود چون محيط هنوز داراي تابعيت مكاني است ناهمگن ناميده ميدر هر حال  .شود

∇0rεحالت    .ناميم ميهمگن ا برقرار خواهد بود و محيط ر ≡

  

به بيان . كنند پيروي مي) 10(بلورهاي فوتوني از معادلات  ي نوشتار روابط سازندهدر بخش عمده اين 

ديگر بيشتر بحث بر روي محيطهاي خطي، همسانگرد، غير مغناطيسي، فاقد فعاليت اپتيكي، اثر 

) و البته داراي برخي تقارنهاي فضايي خاص(پيزوالكتريك و پاشندگي، مستقل از زمان، ولي ناهمگن 

  .در حالات خاص هر كدام از اثرات فوق را به تفكيك مطالعه خواهيم نمود. واهد بودمتمركز خ

 

براي سيستمي كه در حالت پاياي سينوسي و تك بسامد قرار دارد مناسب است تحليل ميدانهاي 

  :توسط فازورها انجام پذيرد مغناطيسي و الكتريكي

)1-11(  ( ) ( ), Re j tE t e ω⎡ ⎤= ⎣ ⎦r E r  

)2-11(    ( ) ( ), Re j tD t e ω⎡ ⎤= ⎣ ⎦r D r  
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)3-11(  ( ) ( ), Re j tB t e ω⎡ ⎤= ⎣ ⎦r B r  

)4-11(    ( ) ( ), Re j tH t e ω⎡ ⎤= ⎣ ⎦r H r  

ظاهر ر يزشكل به در فضاي مختلط فازورها معادلات ماكسول ن يبنابرا. بسامد منبع است ωكه در آن  

 :شوند يم

)1-12(  0j μ ω∇× = −E H  

)2-12(    ( )j ε ω∇× =H r E  

)3-12(  0∇⋅ =B  
)4-12(    0∇⋅ =D  

∇0 داريم Bهاي بردارواگرايي با توجه به صفر بودن  ⋅ =H . دانيمولي واگرايي E ر يبه صورت ز

 :ظاهر خواهد شد

)13(    ( ) 0ε ε ε∇ ⋅ = ∇ ⋅ = ∇ ⋅ +∇ ⋅ =D E E E  

 :آيد دست ميه پس ب

)14( ln 0ε ε
ε
∇

∇⋅ = − ⋅ = −∇ ⋅ ≠E E E  

- 2(تقسيم طرفين  باحال . اصولا صفر نيست Eدهد در محيط ناهمگن واگرايي ميدان  كه نشان مي

  : خواهيم داشت )12(ت معادلاگرفتن چرخش از دو طرف و  ،rεنسبي، به گذردهي الكتريكي) 12

)1-15(  ( ) 2
0 0 0j j jμ ω μ ω εω ω εμ∇×∇× = − ∇× = − =E H E E  

)2-15(    ( ) 2
0 0 0 0 0

1

r

j j jε ω ε ω μ ω ω ε μ
ε

⎛ ⎞
∇× ∇× = ∇× = − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
H E H H  

0با تعريف ن ينابراب 01c ε μ  م داشتيخواه به عنوان سرعت فاز نور در خلأ : 

)1-16(  2

2

1

r c
ω

ε
∇×∇× =E E  

)2-16(    2

2

1

r c
ω

ε
⎛ ⎞

∇× ∇× =⎜ ⎟
⎝ ⎠

H H  
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 : ميف كنيتعرر يزرا به شكل  HLو  ELعملگردو اكنون 

)1-17(  
( ) ( )1

E
rε

∇×∇× ⋅
r

L  

)2-17(    
( ) ( )1

H
rε

⎛ ⎞
∇× ∇× ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠r
L  

  :شود ير ظاهر ميبه شكل ز) 3(در قياس با  يسيو مغناط يكيدان الكتريژه مقدار ميدله واجه معيو درنت

)1-18(  2
0E k=E EL  

)2-18(    2
0H k=H HL  

0كه در آن  2k cω π λ= يدر واقع برابايد توجه شود كه . متناظر با عدد موج در خلاء است 

است  يدو معادله را حل كرد، بلكه كاف ست هريلازم ن يسيو مغناط يكيالكتر يها دانيبدست آوردن م

ولي در مسائل . نموداز معادلات ماكسول استفاده  يگريبدست آوردن د ياز آنها را حل كرد و برا يكي

شود و حل آن بسيار آسانتر اي ساده مي به فرم نرده) 18(يكي از معادلات  بعدي معمولاًيك بعدي و دو

تحليل قرار  اي شده قطبش الكتريكي يا مغناطيسي مورد در اين حال بسته به كميت نرده. گردد مي

 اين لزوماً ELعملگري خودالحاق است در حاليكه HL توان نشان داد كه اصولاًنيز مي. گيرد مي

   .رد در بخش بعدي صحبت بيشتري خواهيم داشتادر اين مو .چنين نيست
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  تمرين

دست آوردن چهار ميدان برداري مجهول آن كافي ه براي ب) 5(نشان دهيد مجموعه معادلات  - 1

 .نيست، اگر ميدانهاي برداري متغيير با زمان باشند

)در يك بلور فوتوني خطي، ناهمسانگرد و ناهمگن داريم  - 2 ) ( )0 rμ μ μ=r r  و

( ) ( )0 rε ε ε=r r .نشان دهيد: 

( ) ( ) ( )1 1
E

r rε μ
⎡ ⎤

= ∇× ∇× ⋅⎢ ⎥
⎣ ⎦r r

L

  

( ) ( ) ( )1 1
H

r rμ ε
⎡ ⎤

= ∇× ∇× ⋅⎢ ⎥
⎣ ⎦r r

L

   

∇0ε اگر خودالحاق است؟  HLآيا هنوز      توان گفت؟چه مي EL باشد در مورد ≡

 :كنيمتعريف مي امپدانس يك محيط ناهمگن همسانگرد را به صورت زير - 3

( ) ( ) ( )η μ εr r r  

∇0ηنشان دهيد اگر    Eباشد داريم  ≡ H≡L L L. 

 :آيدصورت زير در ميه براي محيط مستقل از زمان ب )9-1(پاشندگي  يرابطه - 4

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
23

0, , ,rD t E t E tε ε χ⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦
r r r r r   

)اي معكوس بين بردارهاي  رابطه ),E tr  و( ),D tr  ابتدا ويژگي توازي : راهنمايي(بيابيد

  ). اين دو بردار را ثابت كنيد
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  2بخش 

  بعدي انتشار موج در سيستم ناهمگن يك

 

) مستقل از زمان و خطي يك بعديناهمگن هاي  در سيستم )ε r  نسبت به يك بعد فقط تابعيت

0yبه بيان ديگر خواهيم داشت ، پذيردمي را xمكاني مانند zε ε∂ ∂
∂ ∂≡ )؛ پس ≡ ) ( )xε ε≡r . بايد

د به هر سه مولفه نتوان مي و مغناطيسي الكتريكي هايميدانهنوز در نظر داشت كه در اين حالت 

  :دنوابسته باش zو  x ،yمكاني 

)1-1(  ( ) ( ), , , ,E t E x y z t=r
G G  

)2-1(    ( ) ( ), , , ,B t B x y z t=r
G G  

  : به صورت زير باشد μو  εحال فرض كنيد براي محيط مفروض 

)1-2(  ( ) ( )0 rx xε ε ε ε= =  

)2-2(    0μ μ=  

  :خواهيم داشتو با فرض تحريك زماني تك بسامد از تركيب روابط ماكسول 

)3(    ( ) ( ) ( )2
0 rk xε∇×∇× =E r E r  

   :حال با كمك اتحاد

)4(    ( ) 2 ∇×∇× ≡ ∇ ∇ ⋅ −∇A A A  
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2كه در آن  2 2

2 2 2
2

x y z
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

∇ = + دست آمده در بخش قبل براي واگرايي ه و همچنين رابطه باست،  +

∇lnεميدان الكتريكي، يعني  ⋅ = −∇ ⋅E E، خواهيم داشت:  

)5(    ( ) 1ˆln
( )x xx E

x x
εε
ε

∂∇ ⋅ = − ∇ ⋅ = −
∂

E E  

  :                                              گرددبه فرم زير تبديل مي) 3( ي  و در نتيجه رابطه

)6(    ( )2 2
0

1 ( ) , ,
( ) x rE k x x y z

x x
ε ε
ε

⎡ ⎤∂∇ − −∇ =⎢ ⎥∂⎣ ⎦
E E  

نداشته  x ي  در صورتي كه ميدان الكتريكي مولفه .است xبردار يكه در راستاي  x̂) 5( ي در رابطه

 در سمت چپ اول جملهوابسته نباشد،  xبه εو يا  )عمود باشد ي ميدان فقط داراي مولفه( باشد

  :حذف خواهد شد و به معادله موج زير خواهيم رسيد

)7(  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
0 ˆ ˆ( ) ,r y zk x E y E zε⊥ ⊥ ⊥−∇ = − = +E r E r E r E r E r r r&�

 

xEˆميدان الكتريكي عمود، و به طريق مشابه  E⊥) 7( ي در رابطه xE& ميدان الكتريكي موازي  �

  .شودياد مي TEاين چيدمان به قطبش الكتريكي عمود يا به اختصار  از. هستند

  

و با استفاده از  ،گيريمرا در نظر مي xمثال انتشار يك موج الكتريكي عرضي در راستاي حال براي 

 yبديهي است كه ميدان الكتريكي فقط در راستاي . معادله فوق شكل موج را استخراج خواهيم كرد

  :مولفه خواهد داشت zو 

)8(    ( ) ( ) ( )ˆ ˆ, , , ,y zE x y z y E x y z z= +E r  

مجزا با مشتقات  ي دو معادله Ezو  Eyهاي  براي مولفه) 7(موج برداري  ي گذاري در معادله جايبا 

  :آيددست ميه جزيي ب

)1-9(    ( ) ( )2 2 2

2 2 2
2

0, , ( ) , ,y r yx y z
E x y z k x E x y zε∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
⎡ ⎤− + + =⎣ ⎦  

)2-9(    ( ) ( )2 2 2

2 2 2
2

0, , ( ) , ,z r zx y z
E x y z k x E x y zε∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
⎡ ⎤− + + =⎣ ⎦  
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  :به فرم zو  yتبديل فوريه نسبت به تعريف  با كمكدر اين جا 

)10(    ( ) ( ) ( )2
1

2
; , , , , ,j y j z

i iA x E x y z e e dy dz i y zβ γ

π
β γ = =∫∫  

  :نويسيمرا به صورت زير ميميدان الكتريكي هاي  مولفه

)11(    ( ) ( ), , ; , , ,j y j z
i iE x y z A x e e d d i y zβ γβ γ β γ− −= =∫∫  

yمشتق و در نظر گرفتن روابط) 9(در  )11(با جانشيني  j β∂
∂ → zو  − jγ∂

∂ → زير  تبه معادلا −

  :خواهيم رسيد

)12(    ( ) ( ) ( )
2

2 2 2
02 ; , ( ) ; , , ,i r iA x k x A x i y z

x
β γ β γ ε β γ

⎡ ⎤∂
− − + = =⎢ ⎥∂⎣ ⎦

 

  :يا به بيان ديگر

)13(    0, ,iA i y z= =L  

  :شودصورت زير تعريف ميه ب Lكه در آن عملگر خطي مرتبه دوم 

)14(    ( )
2

2 2 2
02 ( )rk x

x
ε β γ∂ ⎡ ⎤+ − +⎣ ⎦∂

L �  

از . دنكنرا مشخص مي zو  yانتشار موج با محورهاي  ي انتشار هستند كه زاويهد ااعد γو  βدر اينجا 

0γمعادله در حالت  لذا و ،توان تفاوتي قايل شدنمي zو  y، و راستاهاي γو  βنظر رياضي بين  به  =

  :صورت زير در خواهد آمد

)15(    ( ) ( )
2

2 2
02 ( ) 0r

A x
k x A x

x
ε β

∂
⎡ ⎤+ − =⎣ ⎦∂

 

 زيربه معادله يا مسايل مكانيك كوانتومي يك بعدي غير نسبيتي  TEبنابراين براي حالت عرضي 

  :رسيم مي

)16(    ( ) ( ) ( )
2

2
2 0

A x
k x A x

x
∂

+ =
∂

 

)در آن كه  )2k x شودصورت زير تعريف مييكي از دو له به با توجه به نوع مسأ:  

)1-17(    ( )2 2 2
0 ( )rk x k xε β−� )    انتشار نور با قطبش عرضي الكتريكي مسأله(   
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)2-17(    ( ) ( )2
2 2mk x E V x−⎡ ⎤⎣ ⎦=

� )             يك بعدي مكانيك كوانتوم مسأله(   

  

داراي تابعيت  rεكه  حالات خاصي، ولي در نداردوجود ) 16(درحالت كلي حل صريحي براي معادله 

طور كه  كند، هماناي تغيير مي است يا بصورت پله) نوسانگر هماهنگ ي مسألهمانند (مكاني خاصي 

-3[ هاي انتقال براي آن يافت دقيقي با كمك روش ماتريستوان حل مي در ادامه بحث خواهيم كرد

دست آورد كه ه توان روشي را بهاي انتقال مي با تعميم روش ماتريسنشان داده شده است كه  .]1

، كه در حل معادلات ديفرانسيل از مرتبه ]4- 6[دهد دست ميه ب) 16( مسألهحل دقيق و موثري را از 

ولي در حالات خاصي  .قابل كاربرد خواهد بود] 8[و تحليل دقيق بلورهاي فوتوني يك بعدي ] 7[بالاتر 

)كه  )2k x دهد حل تقريبي مناسبي مشهور به تغيير علامت نميWKB  به شكل ) 16(براي معادله

  ]:4و5و9[زير موجود است 

)18(

    
( )

( )
( )

( )
( )

0 0

1 2C Cexp exp
x x

x x

A x j k x dx j k x dx
k x k x

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
′ ′ ′ ′≅ − + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∫ ∫  

Cكه در آن  , 1,2i i كه تغييرات  در صورتي. باشديك نقطه مبدا مي 0xهاي اختياري و  ثابت =

( )2k x تر نمود را ساده) 18( ي توان رابطهكند باشد مي:  

  )19(             ( ) ( ) ( )
0 0

1 2C exp C exp
x x

x x

A x j k x dx j k x dx
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

′ ′ ′ ′≅ − + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∫ ∫ 

C) 18( ي در معادله , 1,2i i عمل  −xو  +xضرايب امواج رفت و برگشت در راستاهاي  ي به مثابه =

مادامي درست است كه از برهمكنش اين دو موج بتوان صرف ) 18(شود كه تقريب ديده مي. كنند مي

تغييرات  تا وقتيبه بيان ديگر،  .انعكاس موج در محيط خيلي ضعيف باشدنظر كرد يا به بيان ديگر 

( )k x  است اين تقريب معتبر خواهد بوددر فاصله يك طول موج اندك )k k
x λ
∂
∂
�(.  
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ميدان توان حل عمومي آن مي ي حال با بازسازي ميدان الكتريكي از روي تبديل عكس فوريه

  :دست آورده زمان را ب- در فضاالكتريكي 

)20(    ( ) ( )
,

ˆ, Re ; ; , j y j z j t
i

i y z

E t d d iA x e e eβ γ ωβ γ ω β γ − −

=

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑∫∫r

G  

 .محذوف بوده است ωنسبت به  Eتابعيت فازور ميدان الكتريكي ) 3(واضح است كه در استخراج رابطه 

اي از بسامدهاي گوناگون وجود داشته باشد از  در سيستم حقيقي تركيبي يا طيف پيوسته لذا اگر

  : بايست استفاده گرددميدر نهايت رابطه زير براي يافتن جواب عمومي 

)21(    ( ) ( )
,

ˆ, Re ; ; , j y j z j t
i

i y z

E t d d d iA x e e eβ γ ωω β γ ω β γ − −

=

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑∫ ∫∫r

G  

  

  حل الگوريتمي معادله براي دو لايه

توان تابع بديهي است مي. گيريمابتدا حالت همگن را در نظر مي) 16( ي براي حل الگوريتمي معادله

)مجهول  )A x  نوشت كه خواهيم داشترو  رو و پس پيشرا به صورت مجموع دو موج:  

)22(    ( ) jkx jkxA x a e a e+ − − += +  

در جهت (رو  و پس) +xدر جهت (رو  هاي مختلط امواج پيش به ترتيب دامنه −aو  +aكه در آن 

x− (نيز . باشند ميk حال وقتي سيستم ناهمگني در طرفين مرزي مانند . ناميم را عدد موج مي

x X=  در اينجا تابع عدد موج . يدآدست ميه ب) 1(همگن باشد آرايشي مانند شكل( )k x  در

  .شودتعريف مي) 23(صورت رابطه ه طرفين مرز ب

  
   .آرايش تابع گذردهي در يك سيستم ناهمگن): 1(شكل 

1k  
2k  

1a+  
1a−  

2a+  

2a−  
x

X 
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)23(    ( ) 1

2

k x X
k x

k x X
<⎧

= ⎨ >⎩
 

1k  2وk آينددست ميه از روابط زير ب) طبق قرارداد(كوانتومي  راي مسايل اپتيك ياب:  

)1-24(    2 2 2 2
0 0or , 1, 2i i ik k j k iε β β ε= − − − =  

)2-24(    ( ) ( )2 2

2 2or , 1,2i i i
m mk E V j V E i= − − − =
= =

 

]به هر حال بايد  ]Re 0ik ]يا  < ]Re 0ijk )پس . < )A x  سمت مرز خواهد بودبراي هر:  

)1-25(    ( ) ( ) 1 1
1 1 1

jk x jk xA x A x X a e a e− ++ −< = +�  

)2-25(    ( ) ( ) 2 2
2 2 2

jk x jk xA x A x X a e a e− ++ −> = +�  

) يكوانتومدر مسايل مكانيك  )A x  و مشتق آن( )x A x∂
x روي مرز ∂ X= در . دنبايد پيوسته باش

) TEبا قطبش  انتشار امواج الكترومغناطيسي )A x  دلالت بر دامنه ميدان الكتريكي مماس بر مرز

مولفه مماسي ميدان مغناطيسي پيوستگي شرط مرزي دومي هم با كمك . لذا پيوسته استو دارد 

)شود كه باز هم منجر به پيوستگي ايجاب مي )x A x∂
  :پس به دو معادله خواهيم رسيد .گرددمي ∂

)1-26( 1 1 2 2
1 1 2 2

jk X jk X jk X jk Xa e a e a e a e− + − ++ − + −+ = + در مرز                            پيوستگي    

)2-26( 1 1 2 2
1 1 1 1 2 2 2 2

jk X jk X jk X jk Xk a e k a e k a e k a e− + − ++ − + −− + = − + در مرز   پيوستگي مشتق    

هاي بردار ابتدابنابراين  .كندتر مي راحتبسيار اين معادلات به شكل ماتريسي محاسبات را بازنويسي 

  : كنيمتعريف ميبه شكل زير را  دامنه

)27(    
, 1, 2i

i
i

a
i

a

+

−

⎡ ⎤
=⎢ ⎥

⎣ ⎦
A �  

  :آيددست ميه ب) 25(براي توابع موج  بنابراين

)٢٨(    ( ) , 1, 2i ijk x jk x
i iA x e e i− +⎡ ⎤= =⎣ ⎦A  

  :خواهيم داشتو  كنيميط پيوستگي را روي آنها اعمال ميشراحال 

)29(    2 2 1 1

2 2 1 12 1
2 2 1 1

jk X jk X jk X jk X

jk X jk X jk X jk X

e e e e
k e k e k e k e

− + − +

− + − +

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

A A  
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  :آيددست ميه و بنابراين ب

)30(    2 2 1 1

2 2 1 1

2
2 1

2 2 1 1

1
2

jk X jk X jk X jk X

jk X jk X jk X jk X

k e e e e
k k e e k e k e

−

− − −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −
= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

A A  

1 2به  1از محيط  انتقالبا توجه به روابط فوق ماتريس  2→Q توان به شكل زير تعريف كردرا مي:  

)31(    ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 1 2 1

2 1 2 1

2 1 2 1
1 2

2 2 1 1 2

1
2

j k k X j k k X

j k k X j k k X

k k e k k e
k k k e k k e

+ − + +

→ − + − −

⎡ ⎤+ −
⎢ ⎥

− +⎢ ⎥⎣ ⎦
Q �  

  :توان به اختصار نوشترا مي) 30(پس 

)32(    2 1 2 1→=A Q A  

1اگر  2k k=  1 محيط است، بديهي است كه همگن بودن كاملباشد كه به معني 2→ =Q I.  اين بدان

كند و انعكاس يا تداخلي رخ نخواهد رو در مرز تغييري نمي رو و پس معني است كه دامنه امواج پيش

  :است دو محيط بردارهاي موجدترمينان ماتريس انتقال برابر با نسبت  از طرف ديگر. داد

)33(    1
1 2

2

k
k→ =Q  

) 16(حل معادله ) 32(توان با كمك مي 1رو در محيط  رو و پس با دانستن دامنه امواج پيش پس اصولاً

 .دست آورده ب 1توان موج را در محيط مي 2با شناخت موج در محيط بر عكس، . يافت 2را در محيط 

  :كنيمميرا تعريف وارون ماتريس انتقال بدين جهت 

)34(    ( ) 1
2 1 1 2

−
→ →Q Q�  

  :بنابراين

)35(    ( ) 1
1 2 1 2 1 2 2

−
→ →= =A Q A Q A  

  

  ضرايب عبور و بازتاب با استفاده از ماتريس انتقال ي محاسبه

xه و به مرز منتشر شد +xدر راستاي سمت چپ از موج كنيم فرض مي X= در سمت چپ . برسد

xديگري در سمت راست مرز هيچ چون  كه آيد در حاليمرز يك موج بازتاب پديد مي X= نداريم، 
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xبازتاب ديگري پس از عبور از مرز  X= 2بديهي است كه  نخواهيم داشت؛ 0a− توان مي پس. =

  :را به شكل زير ساده كرد) 32(

)36(    11 12 12

21 22 10
q q aa
q q a

++

−

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

1كه در آن  2 ijq→ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦Q . 21 داريم) 36(از سطر دوم 1 22 1 0q a q a+ −+ از  R ضريب بازتابو بنابراين  =

  :شودداده مي زير ي رابطه

)37(    1 21

1 22

a qR
a q

−

+ = −�  

  :گرددحاصل مي Tدر نهايت از حل سطر اول ضريب عبور 

)38(    1 22

1 22

aT
a q

+
→

+ =
Q

�  

  :داشتخواهيم  )38(و ) 37(در  )31(گذاري  با جاي

)1-39(    121 2

1 2

jk Xk kR e
k k

−−
=

+
 

)2-39(    ( )2 11

1 2

2 j k k XkT e
k k

−=
+

 

0Xوقتي توان ديد كه مي ك روابط زير بين ضرايب برقرار با مسايل كوانتوم مكانيشابه م،  =

  :باشد مي

)1-40(    1 R T+ =  
)2-40(    2 22

1

1kR T
k

+ =  

  

  براي تحليل سيستم چند لايه الگوريتمي 

  .لايه يك بعدي مانند شكل زير مفروض است mيك سيستم 
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  .آرايش ساختار چند لايه): 2(شكل 

  

1m ي توان موج در لايه، ميمابين مرزها ماتريس انتقال لايه ها ضرببا داشتن موج در لايه اول و  +

  :ام را به شكل زير نوشت

)41(    1 1 1 1m mA + → += Q A  

1در آن   كه 1m→ +Q شودبه صورت زير تعريف مي:  

)42(    1 1 1 3 4 2 3 1 2m m m→ + → + → → →Q Q Q Q Q� …  

  :در حالت كلي خواهيم داشت

)43(    m n m n→=A Q A  

nكه  m→Q شودبه صورت زير تعريف مي:  

)44(    1 2 1 1 2 1n m m m m m n n n n→ − → − → − + → + → +=Q Q Q Q Q…  

چند ساختار ضريب بازتاب و عبور يك توان ميسيستم  كلانتقال دست آوردن ماتريس ه با بهمواره 

را لايه  N يك سيستمهاي مقيد  حالتبه عنوان مثال  .لايه محاسبه كرد را مشابه با حالت دولايه 

  :نهايت صفر داشته باشيم براي داشتن حالات مقيد لازم است كه شرايط مرزي بي ؛كنيم محاسبه مي

)45(    ( )lim 0x A x→±∞ =  

  :يا به بيان ديگر

)1-46(    ( )1lim 0x A x→−∞ =  

)2-46(    ( )lim 0x NA x→+∞ =  

1X

x
 

( )k x

1k  
2k  

3k  

4k  
mk  

1mk +  

2X  3X  4X  mX  
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1تنها راه آن است كه ) 25(براي اين منظور با توجه به فرم روابط  0a + 0Naو  = −  ارضايبراي  =

]با توجه به ) 46(شرايط مرزي  ]1Im 0k ]و  > ]Im 0Nk از سوي ديگر داريم . برقرار باشد >

1 1N N→=A Q A .بنابراين:  

)47(    
1

1

0
0
N

N
a

a

+

→ −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎣ ⎦
Q  

1 با فرض N ijq→ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦Q مشخصه براي يافتن  ي معادلهβ ) در مسايل ويژه مودهاي انتشار نور در

به ) هاي پتانسيل در مسايل مكانيك كوانتومي ويژه مقدارهاي انرژي در چاه( Eيا ) موجبرهاي اپتيكي

  :قابل حل است آيد كه با روشهاي عددي به صورت مستقيممي اي در صورت بسيار ساده

)48(    22 0q =  

فاقد جزء  Nk و  1kيكي يا هر دوي  ) 48(آوري است كه اگر پس از يافتن ريشه هاي لازم به ياد

ايم كه قابل  مقيد رسيده غيرگاه به جاي حالت مقيد به حالت  آن ،باشند )طبق قرارداد(منفي  موهومي

در مسائل اپتيك . كندرا ارضا نمي) 46(و دست كم يكي از شرايط مرزي  نرماليزه كردن نخواهد بود

و موجب فرار انرژي از  ]10[دهند در مودهاي بستر يا نشتي موجبرها رخ مي عموماًچنين حالاتي 

در مقابل مودهاي هدايت شده موجبرها  .گردندتر ميهاي ديگر با ضريب شكست پايين موجبر به لايه

نوسانگر  ي به عنوان مثال حالات پايه .بوده و بنابراين قابل نرماليزه كردن هستندفاقد نشت انرژي 

در مكانيك كوانتومي با چاه پتانسيل سهموي و مقادير ويژه با فاصله برابر همگي ] 11و12[ هماهنگ

  .پذير است حالات مقيد بوده و مجذور قدرمطلق تابع موج آنها در فضا انتگرال
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  تمرين 

2 با شروع از رابطه - 1
0H k=H HL  با( )1

rH ε⎡ ⎤∇× ∇× ⋅⎣ ⎦L )وقتي  � ) ( )r r xε ε≡r نشان ،

 :به صورت زير است )TMقطبش (دهيد معادله موج براي فازور ميدان مغناطيسي عمود 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 ( ) 0
A x A x

a x b x A x
x x

∂ ∂
+ + =

∂ ∂
  

)توابع مجهول  )a )و  ⋅ )b   .را معين كنيد ⋅

  بدل نمايد) 16(تبديلي را بيابيد كه معادله فوق را به فرم استاندارد  - 2

(*)              ( ) ( )
2

2
2 ( ) 0

B x
h x B x

x
∂

+ =
∂

  

)فرم تابع  )2h   چيست؟ ⋅

0βنشان دهيد كه اگر  - 3 γ= تعبير فيزيكي آن . شونديكسان مي) 16(و (*) آنگاه معادلات  ،=

 چيست؟

از پيوستگي ميدان مغناطيسي مماسي ناشي ) 26-2(معادله  TEنشان دهيد براي قطبش  - 4

 .شودمي

 .را تحقيق كنيد) 40(و ) 38(درستي روابط  - 5
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در ) 24( در رابطهي عدد موج نشان دهيد نحوه انتخاب قرارداد علامات جزء حقيقي يا موهوم - 6

 .تاثير است بي) 40(نتيجه روابط 

تعداد لايه ها، موقعيت مرز هر لايه، (اي بنويسيد كه يك ساختار دلخواه را بگيرد  رنامهب - 7

و ضريب ) و يا پتانسيل هر لايه، زاويه تابش و يا انرژي الكترون فرودي گذردهي الكتريكي

 .انعكاس و عبور را حساب كند

و حداقل يك مد به  تقارن زوج مطابق شكل زير ثابت كنيد حتماًبراي يك سيستم متقارن با  - 8

را برابر صفر قرار داده و  22qدست آوريد و ه ماتريس انتقال را ب( عنوان مد ويژه وجود دارد

 به هم بخورد لزوماًقبل  مسألهسيستم نشان دهيد اگر تقارن  ).معادله مشخصه را ساده كنيد

 .مقيد نخواهد داشتحالت سيستم 

 
)داريم iام و به ازاي تمام مقادير i ي نشان دهيد در لايه) 15(با توجه به  - 9 )sini inβ θ= كه ،

و ضريب ) xمحور(انتشار نسبت به محور عمود بر مرز  ي به ترتيب زاويه inو  iθدر آن 

 .جا درستي قانون انكسار اسنل را تحقيق كنيد از آن. باشندام ميiشكست در لايه 

 
 

( )V x  

2
d  

2
d

−  

0V

0
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  3بخش 

  بعدي متناوبيك اختارس

  

با همگن  ي از تكرار دو لايهتوان در نظر گرفت،  ترين حالتي كه براي يك سيستم متناوب مي ساده

  :نمايش داده شده استشكل زير  آيد كه دردست ميه ضخامت و ثابت گذردهي الكتريكي متفاوت ب

  
  است؛ IIو  Iمحيطهاي   جدا كننده x = 0مبدا : اي متناوب در يك بعد نمايش ساختار لايه): 1(شكل 

  .باشدمي Iتكرار محيط  IIIمحيط 

  

  :صورت زير نوشته توان بجا ويژگي تناوب مكاني را مي در اين

)1(    ( ) ( )x x Lε ε= +  

L

x

1ε  

2ε  
1ε  

2ε  

1t  2t  1t  

Ι
ΙΙ

ΙΙΙ
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به شكل زير را  2εو  1εگذردهي براي محيط با  2kو  1kعددهاي موج  همانند بخش قبلحال 

  :كنيم تعريف مي

)1-2(  2 2 2
1 0 1k k ε β= −  

)2-2(    2 2 2
2 0 2k k ε β= −  

  :توان نوشتو بر اساس آن مي

)3(    
( )

[ ]( )

1 2 1 2

2 20
otherwise

k t x t t
k x k x t

k x L x L

⎧ ≤ < +
⎪

= ≤ <⎨
⎪ −⎩

 

)شود كه لذا ديده مي ) ( )k x k x L= ]؛ نيز در آن عملگر + . جزء صحيح است ي نماينده ⋅[

  :از حل معادله ذيل قابل حصول است موج خود مجدداً تابع

)4(    ( ) ( ) ( )
2

2
2 0A x k x A x

x
∂

+ =
∂

 

  

  خوبل ي قضيه

موج اعمال يك محدوديت اضافي به مجموعه  ي هاي معادله در جواب) 1(ترين اثر تناوب  مهم

-فلوكه را مي- خوبل ي بدون اثبات درستي قضيه براي اين منظور فعلاً. است) 4( ي هاي معادله جواب

به ) 4(خ جوابهاي وبلبر اساس قضيه  ).اثبات دقيق رياضي اين قضيه ارايه خواهد شد بعداً(پذيريم 

توان به صورت حاصل ضرب يك تابع موج تخت در يك تابع  را ميهمراه شرط تناوب تابع موج 

( )xκΦ نوشت:  

)5(  ( ) ( ) ( )expA x j x xκκ= − Φ  

)در آن تابع كه  )xκΦ  است) 1(مشابه  يتناوبشود و خود داراي شرط بسته ناميده ميتابع:  

)6(  ( ) ( )x x Lκ κΦ = Φ +  
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حتي اگر (تواند مقادير حقيقي يا موهومي را بپذيرد و مي شود خ ناميده ميوعدد موج بل κ همچنين

بديهي . مفهوم دقيقتر اين دو جزء روشن خواهد شد بعداً .)هر دو بدون اتلاف باشند IIو  Iمحيطهاي 

)كه تابع موج در حالياست كه  )A x ًمتناوب و يا حقيقي نيست، ولي چنانچه  خود لزوماκ  حقيقي

)موج  گاه شدت آنباشد،  ) 2
A x ًدر مكانيك كوانتوم اين بدان معني است  .متناوب خواهد بود حتما

باشد  موهومي κگونه ساختارها اگر  در اين .باشدمتناوب  xكه احتمال حضور الكترون در طول محور 

  :ميدان به شكل زير ظاهر خواهد شد

)7(  ( ) ( ) ( )expA x x xκα= − Φ  

]كه در آن  ]Imα κ−� .كند بديهي است كه اين يك ميدان ميرا است و در محيط انتشار پيدا نمي ،

كه سيستم  مگر آن ،موج نامحدود خواهد شد كه از نظر فيزيكي بي معني است ي زيرا از يك سو دامنه

  .فضا را پر كرده باشد يك نيم

  

يب خطي از جواب كلي تابع موج با كمك يك ترك) 4(بديهي است كه به خاطر خطي بودن معادله 

  :شودخ داده ميوهاي بل مجموعه جواب

)8(  ( ) ( ) ( ) ( )
1

, Re exp exp n
n

E x t j x x j t dκκ ω κ κ
∞

=

⎧ ⎫= − Φ ⎡ ⎤⎨ ⎬⎣ ⎦
⎩ ⎭
∑∫  

در فصول آينده در اين خصوص بحث ( .باشدمجاز مي بسامدنوار  ي شماره nزيرنويس كه در آن

لزوما  ωست كه بسامد ا در اينجا نكته بسيار ظريفي وجود دارد و آن اين.) گرددبيشتري ارائه مي

)در واقع تابعيت . است κخ وتابعي از عدد موج بل )nω κ هاي  كاملا غير بديهي بوده و تمامي ويژگي

شود هاي محيط متناوب تعيين مي توسط ويژگي اين تابعيت منحصراً. داردانتشار در محيط را بيان مي

  :ي و معادله

)9(    ( ) ,n nω ω κ= ∈`  

اجازه ) 8(راجع به  قبل از بحث بيشتر. ناميممحيط متناوب مي ي پاشندگي يا مشخصه ي را معادله

  .را براي يك محيط همگن در سه بعد محاسبه كنيم) 9(دهيد رابطه 
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  :موج در سه بعد داريم ي از معادله

)1-10(    2
0E k=E EL  

)2-10(    ( ) ( ) ( )21 1 1
r r rE ε ε ε= ∇ ×∇ × ⋅ ≡ ∇ ∇ ⋅ ⋅ − ∇ ⋅⎡ ⎤⎣ ⎦L  

∇0با توجه به همگن بودن محيط  ⋅ ≡E آيددست ميه و ب:  

)11(    ( )21
rE ε= − ∇ ⋅L

  :خواهيم داشت zو  x ،yبا اعمال تبديل فوريه در راستاهاي 

)12(  ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆx y zx y zx y z j x j y j zκ κ κ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂∇ + + → − − −�  

,) 12(در رابطه  , ,i i x y zκ - 1(لذا . شوندناميده مي zو  x ،yمولفه هاي اعداد موج در راستاهاي  =

  :توان نوشترا مي) 10

)13(    ( )2 2 2 21
0r x y z kε κ κ κ+ + =Σ Σ  

)صورت ه اگر بردار موج را ب ), ,x y zκ κ κ=κ گاه  تعريف كنيم آن( )=Σ Σ κ  نمايانگر ) 13(در

)تبديل فوريه ميدان  )E r بديهي است كه بايد داشته باشيم) 13(از معادله . خواهد بود:  

)1-14(    2
0r kε⋅ =κ κ  

صورت زير ه را ب آنتوان مي است وهمان معادله پاشندگي يا مشخصه محيط همگن ) 14- 1(معادله 

  :هم نوشت

)2-14(     

rnدر رابطه اخير  ε=  ضريب شكست وκ = κ  اندازه بردار موج يا به اختصار عدد موج ناميده

1nبراي دو حالت ) 14-2(منحني پاشندگي ) 2(در شكل . شودمي 1nو ) مربوط به خلأ( = > 

)اند كه با  در يك بعد مكاني ترسيم شده) الكتريك عادي مربوط به يك دي( ), 0,0κ=κ  مشخص

چنانچه تعداد ابعاد مكاني بيش از يك و مثلا برابر دو باشد خطوط تبديل به يك مخروط . شودمي

  .حول محور بسامد خواهند شد

  

n
c
ωκ =
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  خط چين نمايانگر مخروط نور و: ترسيم معادله پاشندگي محيط همگن): 2(شكل 

  .الكتريك هستند ديخط پيوسته نمايانگر مخروط 

  

                تحليل انتشار موج در ساختار متناوب

  :كنيم در هر محيط به شكل زير تعريف مي همانند يك ساختار دو لايه موج را

)15(    ( )
( )
( )

1 1

2 2

1 1

1 1 1

2 2 2

3 3 3

jk x jk x

jk x jk x

jk x jk x

A x a e a e x
A x a e a e x
A x a e a e x

− ++ −

− ++ −

− ++ −

= + ∈ Ι
= + ∈ ΙΙ
= + ∈ ΙΙΙ

 

1كنيد كه با توجه به تناوب ساختار توجه  3k k= .با استفاده از ماتريس انتقال داريم حال:  

)1-16(    3 1 3 1 1L→=A Q A Q A�  

)2-16(    2 3 1 2L → →=Q Q Q  

  :بسته داريمتابع  ه تناوببا توجه ب

)17(    ( ) ( )3 1x xκ κΦ = Φ  

3در آن كه  1x L x− = ∈Ι در) 5(با ضرب كردن دو طرف  .استj xe κ داريم:  

)18(    ( ) ( )j xx e A xκ
κΦ =  

  :خواهيم داشت )17(گذاري در  با جاي

)1-19(    ( ) ( )3 1
3 1

j x j xe A x e A xκ κ=  

κ

ω
Light Cone  
(n=1) 
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)2-19(    ( ) ( )3 1
j Le A x A xκ =  

  :خواهيم داشت) 16-1(رابطه  درگذاري  جاي با

)20(  ( ) ( )1 1 1 1
3 3 1 1 , Ijk x L jk x L jk x jk xj Le a e a e a e a e xκ − + + −+ − + −⎡ ⎤+ ≡ + ∀ ∈⎣ ⎦  

  :آيددست ميه ببا برابر قرار دادن ضرايب 

)1-21(  1
3 1

jk Lj La e e aκ+ − +=  

)2-21(  1
3 1

jk Lj La e e aκ −− − −=  

  :آن به شكل زير است يماتريس كه نمايش

)22(    ( )
( )

1
3 1 1

1

exp 0

0 exp

j k L

j k L

κ

κ

⎡ ⎤−⎡ ⎤⎣ ⎦= ⎢ ⎥
− +⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

A A MA�  

  :باشيم كه داشته زمان برقرار باشند مگر آن توانند همنمي) 16- 1(و ) 22( هاي  رابطهاما 

)23(    1 0L
− − =M Q I  

  :)2تمرين (آيد دست ميه انتشار موج در محيط متناوب ب ي مشخصه ي معادله) 23(حل با 

)24(  ( ) ( ) ( )11 22 11 22
1 1cos cos sin

2 2
q q q qL k L j k Lκ + −

= −  

هاي  كه درايه iiqدر واقع . است) 8(معكوس  ي در حقيقت رابطه) 24(جواب معادله ) 8(در مقايسه با 

)هستند خود به  LQقطري  );i ik k ω β= اند و بنابراين تابعي از بسامد  وابستهω  و ثابت انتشارβ 

)شود نتيجه مي) 24(پس از  .باشند مي );κ κ ω β= . ثابت انتشار در بيشتر مواردβ ثابت است و 

 ؛ در اين حالتنخواهيم دادرا نمايش  βتابعيت نسبت به  بنابراينو دهيم،  را تغيير مي ωبسامد 

( )κ κ ω= .هاي تابع  ويژگي ديگر با توجه به جواب( )1cos− ست كه ا آن ⋅

( )2 ,m
n L mπω ω κ= + ∀ خ واز عدد موج بلخود تابعي متناوب  ωبسامد  اين بدان معني است كه. [∋

κ  2با دور تناوبm Lπ باشدمي .  

  

0βمثلا (ثابت  βحال با فرض  )را با تابعي مانند ) 24(سمت راست ) = )f ω توان نشان دادمي:  
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)25(    ( ) ( )cos L fκ ω=  

,وقتي  1,2ik i )، آن گاه حقيقي باشند = )f ω  ي براي رابطهتوان مي و) 1تمرين (حقيقي بوده 

  :قايل بودزير را متمايز حالت  سهپاشندگي 

)1-26(    ( ) [ ]1 , Im 0f ω κ κ< ⇒ ∈ =\  

)2-26(    ( ) 1 ,f m m
L
πω κ= ± ⇒ = ∈]  

)3-26(  ( ) [ ] [ ]1 , Re , Im 0f m
L
πω κ κ κ> ⇒ ∈ = ≠^  

)كه  با توجه به آن )f ω هاي  توان چنين نتيجه گرفت كه بازهاي از بسامد است مي تابع پيوسته

1fاي در همسايگي هم وجود دارند كه در آنها  پيوسته 1fيا  ≥ به ترتيب به بازه از نوع . باشدمي <

محدود هستند نوار مجاز بسامد و به بازه از  ي خ آن داراي دامنهوحقيقي و امواج بل κاول كه در آن 

نامحدود از يك سو هستند نوار  ي خ آن داراي دامنهموهومي و امواج بلو κنوع دوم كه در آن 

در گاف فوتوني امكان انتشار موج در يك بلور فوتوني وجود . گوييم بسامد يا گاف فوتوني مي ي ممنوعه

 .ندارد و چنانچه عرض بلور محدود باشد ضريب عبور بسيار ناچيز خواهد بود

  

)هاي تابع  حال به بررسي ويژگي )nω κ در شكل . پردازيميا به عبارت ديگر ساختار باند بسامد مي

  .اين معادله به نمايش درآمده است اي از حلنمونه )3(

  

 
  ].1و2[ نمايش ساختار باند بسامد يك بلور فوتوني يك بعدي نمونه): 3(شكل 

[ ]Re Lκ
π 2π3π− 2π− π− 3π

ω ω

[ ]Im κ
PBG #1 

PBG #2 
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وقتي اندكي تغييرات مكاني . شندگي براي دي الكتريك همگن استخط چين نارنجي منحني پا

آيد كه حل بعدي بدست مي متناوب در يك بعد به گذردهي الكتريكي اضافه كنيم يك بلور فوتوني يك

. كه به موازات مخروط نور امتداد يافته است خواهد بود شكستهدله پاشندگي آن مشابه منحني معا

m,علت عدم پيوستگي اين منحني در نقاط  L mκ π= ±  ست كه در اين محدوده همانا آن `∋

غير صفر است؛ معادله  κخ وشود جزء موهومي عدد موج بلطور كه در منحني سمت راست ديده مي

ر شده مشخص هاي پ ناميم كه با محدودهمي PBGها را گاف فوتوني  اين محدوده. را ببينيد) 3-26(

كه در نزديكي مرزهاي گافهاي فوتوني همواره منحني پاشندگي ) 4تمرين (توان ديد  مي. اند گرديده

دقت كنيد در نزديكي بسامد صفر منحني پاشندگي به مخروط نور . استداراي شيب صفر 

  :ابع مربوطه است، يعنيالكتريك همگني كه ثابت گذردهي آن برابر ميانگين فضايي ت دي

)27(    ( )1
r rL

L

x dxε ε= ∫  

هاي بسامدمثبت و حقيقي باشد بلور فوتوني در  rεتوان نشان داد هرگاه مي. مجانب گرديده است

هاي خاص پاشندگي يا پراش خود را از دست  كند و ويژگيپايين همانند محيط همگن عمل مي

  .هاي بعدي رجوع فرماييد براي اثبات رياضي اين ادعا به بخش. دهد مي

  

)نيز با توجه به خاصيت تناوب تابع بسامد  )2 ,m
n L mπω ω κ= + ∀ اي از منحني  توان هر بازهمي [∋

)پاشندگي مانند  ), 2 ,L m m mκ π π∈ + ∈⎡ ⎡⎣ ⎣ ] ي را به ناحيه [ [,Lκ π π∈ به بيان . منتقل نمود −

] ي ديگر بازه [,Lκ π π∈ اطلاعات لازم براي شناخت پاشندگي بلور فوتوني  ي تواند حاوي كليهمي −

 محصور در اين بازههاي  منحني) 3(در شكل . گوييماول بريلويين مي ي به اين گستره ناحيه. باشد

 ي كلي گستره بطور. دهندپاشندگي را در ناحيه اول نشان مي

( ) ( ), 1 1 , ,L m m m m mκ π π π π∈ − − − ∪ − ∈⎤ ⎤ ⎡ ⎡⎦ ⎦ ⎣ ⎣ . شودام بريلويين ناميده ميm- ي ناحيه  `

  .اند شده مشخصسايه نواحي اول تا سوم با ) 4(در شكل 
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  . اند هاي مختلف مشخص گرديده با سايه سومتا  حي اولوانمايش نواحي بريلويين؛ ن): 4(شكل 

  .مشخص گرديده است ]π,0] ي ناپذير هم در بازه كاهش ي ناحيه

  

خ است، يعني پاشندگي تابعي زوج از عدد موج بلوتوان ديد كه منحني به سادگي مي

( ) ( )n nω κ ω κ= شود با كمك پس وقتي تمام منحني پاشندگي به ناحيه بريلويين اول منتقل مي. −

دست داشتن اطلاعات طور كامل از در ه توان گفت كه منحني پاشندگي را باين تقارن زوج مي

] ي گستره [0,Lκ π∈ پس پاشندگي هر بلور فوتوني يك بعدي در نموداري . دست آورده توان بمي

  .قابل نمايش خواهد بود) 5(مشابه شكل 

  

  
  نمودار عمومي پاشندگي يك بلور فوتوني يك بعدي كه ): 5(شكل 

  .ناپذير بريلويين نمايش داده شده است كاهش ي در ناحيه

[ ]Re Lκ
π

ω

Irreducible Zone

0

PBG #1 

PBG #2 
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  دليل ايجاد گاف فوتوني

  :گرديم بر مي TE دوبراي مموج براي آنكه علت ايجاد گاف نواري را بررسي كنيم، به معادله 

)28(  2
0E k=E EL  

0β(با فرض تابش عمود  γ= اي براي توصيف ميدان  تنها يك مولفه عمود ميدان الكتريكي نرده) =

  :در نتيجه. الكتريكي كافي است

)29(    ( ) ( )2

2
2

0 0
x

x k A xη ∂
∂

⎡ ⎤+ =⎣ ⎦  

)كه در آن  ) ( )1x xη ε ) چون. �− ) ( )x x Lε ε=   :بديهي است كه+

)30(    ( ) ( )x x Lη η= +  

)يعني  )xη پس .نيز متناوب خواهد بود( )xη فوريه نوشت سريصورت يك بسط ه توان ب را مي:  

)1-31(    ( ) ( )expm
m

x jmGxη η
∞

=−∞

= −∑  

)2-31(    ( )1 e jmGx
m L

L

x dxη η= ∫  

2Gكه در آن  Lπ� . بايد باشد كه در آن خ وتابع بلبه فرم يك از طرفي ميدان الكتريكي

( ) ( )j xA x e xκ
κφ−=  و نيز( ) ( )x x Lκ κφ φ= صورت يك بسط تابع ه خ بوبا نوشتن تابع بل. +

  :فوريه خواهيم داشت

)32(    ( ) ( ) ( )exp expj x
m m

m m
A x e jmGx j mG xκ φ φ κ

∞ ∞
−

=−∞ =−∞

= − = − +⎡ ⎤⎣ ⎦∑ ∑  

  :داريم xنسبت به مرتبه دوم آن و براي مشتق 

)33(    ( ) ( ) ( )
2

2
2 expm

m
A x mG j mG x

x
κ φ κ

∞

=∞

∂
= − + − +⎡ ⎤⎣ ⎦∂ ∑  

  :آيددست ميه ب) 29(در ) 31(و ) 33(گذاري  با جاي
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)34(    ( ) ( ){ }

( )

2

2
0

exp

exp 0

m l
l m

m
m

mG j m l G x

k j mG x

κ φ η κ

φ κ

− + − + +⎡ ⎤⎣ ⎦

+ − + =⎡ ⎤⎣ ⎦

∑∑

∑
 

mحال با اعمال تبديل  l m ′+ mو ) 34(در سمت راست   → m دست ه در سمت چپ ب →′

  :آيد مي

)35(    ( ) ( )

( )

2

2
0

exp

exp

m m m
m m

m
m

mG j m G x

k j m G x

κ φ η κ

φ κ

′−
′

′
′

′+ − +⎡ ⎤⎣ ⎦

′= − +⎡ ⎤⎣ ⎦

∑∑

∑
 

mبا اعمال تبديل زير نويس  l′   :شوددر طرفين و مقايسه سمت چپ و راست نتيجه مي →

)36(    ( )2 2
0 ,l m m l

m

mG k lκ η φ φ−+ = ∀ ∈∑ ]  

]با فرض آنكه بسط فوريه در گستره  ],m M M∈  ي صورت معادلهه را ب) 36(توان محدود شود مي −

  :مقدار ماتريسي زير بازنويسي نمود ويژه

)37(    ( ) 2
0kκ =R Φ Φ  

  :كه در آن داريم

)1-38(    [ ] 1
,i N

i M Mφ
×

= −Φ � …  

)2-38(    ( ) ( )2, , ,ij ij j iN N
r r iG i j M Mκ κ η −×

⎡ ⎤ = + = −⎣ ⎦R � …  

2 و نيز 1N M= تابع پاشندگي ) 37( مسألهبا حل . باشدها در بسط مي تعداد كل هماهنگ +

( ) ( )0n ckω κ κ=  آيد دست ميه باز دترمينان زير:  

)39(    2

2 0
c
ω

− =R I  

با انتخاب  معمولاً. بعدي استاين روش همان روش بسط امواج تخت در تحليل بلورهاي فوتوني يك 

دقت . آيدهاي تا گاف سوم بدست ميبسامدهاي بسيار خوبي براي  هارمونيك و بيشتر جواب 11حدود 
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)كنيد كه ماتريس ضرايب  )κR ُهر قدر  اصولاًك نيست و نُتN ي بزرگتر باشد محاسبه ( )nω κ  هم

  . دشوارتر خواهد بود

  

,را به ازاي ) 37(ولي براي تشريح علت تشكيل گاف معادله  0,1i j در واقع اين (گيريم در نظر مي =

  :دست خواهيم آورده ب). برهمكنش امواج است چگونگيتقريبي براي نشان دادن  صرفاً

)40(    ( )
( )

22
0 1 0 02

022
1 11 0

G
k

G

κ η κ η φ φ
φ φκ η κ η

−

+

⎡ ⎤+ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥+ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

 

jموجي به فرم  ي دامنه 0φ )32(طبق  دقت كنيد كه xe κ−  1وφ موجي به فرم ي دامنه ( )j G xe κ− + 

,ناپذير  كاهش ي خ در بازهواگر فرض كنيم كه عدد موج بل .است 0L
πκ ∈ −⎤ ⎤⎦ اختيار شود آنگاه موج  ⎦

)اگر حال . رو خواهند بود رو و پيش به ترتيب پس xدر امتداد محور  1φو  0φمتناظر با  )xη ∈\ 

  :داريم

)41(    * ,n n nη η−= ∀ ∈`  

Lκدر ) 4(گاف فوتوني اول طبق شكل . ميتوان مرزهاي گاف اول را يافت) 40(با حل  نهايتاً π= ± 

,كاهش ناپذير در اينجا  ي چون بازه. شودتشكيل مي 0L
πκ ∈ −⎤ ⎤⎦ اختيار شده است به ازاي  ⎦

2
G

L
πκ = − =    :فوتوني اول در بازهدر اين حالت گاف . دهدگاف رخ مي −

)42(    
0 1 0 12 2

cG cGη η ω η η− 〈 〈 +  

1ست كه ا آن تحليلبديهي است شرط صحت اين ]. 3) [8تمرين (قرار خواهد گرفت  0η η<< ؛

)بالاتر  ي هاي فضايي مرتبه اي كه بتوان از هماهنگ گونهه يعني ناهمگني محيط ضعيف باشد ب )xη 

توان گفت كه موج در هنگام پيشروي در محيط از نظر فيزيكي به بيان ساده مي. نظر نمود صرف

بازتاب تداخل سازنده تابنده و  امواج بين هاي بسامد خاصي در بازه. شودناهمگن كم كم منعكس مي

در مقابل . در اين حالت بسامد در نوار مجاز قرار دارد. ابديدهد و در نتيجه انتشار موج تداوم ميرخ مي
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دهد موج مجبور به بازتاب كلي گشته و انتشار وقتي بين امواج تابنده و بازتاب تداخل مخرب رخ مي

  .اين حالت به گاف فوتوني اشاره دارد. گرددغيرممكن مي

  

بدين منظور ارايه . لازم به ذكر است كه توجيه فوق براي درك عميق بسياري از پديده ها كافي نيست

بخش آينده خواهيم ديد كه سر در . خ ضروري استودقيق و مستحكم رياضي از امواج بل تحليليك 

  .باشدتناوب محيط انتشار موج مي ايجاد نوارهاي مجاز و ممنوعه بسامد، صرفاً منشأ
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  تمرين 

براي يك ساختار متناوب دلخواه  LQتناوب ي ماتريس انتقال يك دورهنشان دهيد دترمينان  - 1

 .است واحدبرابر با لايه همواره  Nمتشكل از 

 .را از روابط ماقبل استنتاج نماييد) 24(و ) 23(معادلات  - 2

1) 1(نشان دهيد اگر در ساختار نمايش داده شده در شكل  - 3 2ε ε=  آنگاه لزوماL =Q I . در

علت . مقايسه كنيد) 14-2( ي را ساده كرده و جواب را با معادله) 24( ي ادلهاين صورت مع

 اختلاف چيست؟

gvنشان دهيد پارامتر سرعت گروه  - 4 ω κ∂ در مرزهاي نوارهاي مجاز بسامد برابر صفر  �∂

 .)از بسط تيلور حول مرز نوار بسامد استفاده كنيد: راهنمايي( است
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 .خ استوي بسامد تابعي زوج از عدد موج بلبلور فوتوني يك بعدي پاشندگنشان دهيد در  - 5

1nنشان دهيد ماتريس انتقال ) الف - 6 n→ +Q تتوان به صورت زير نوشرا مي: 

                                                                                                 1
1 1 1n n n n n n

−
→ + + → +=Q P Q P�  

  . بستگي ندارد nXبه  �Qاست وطرييك ماتريس ق nPكه در آن 

تناوب را  ي و يك دورهاول شروع كنيم  ي ديگري غير از لايه ي لايه هر نشان دهيد اگر از) ب

تناوب  ي ماتريس انتقال دوره) 16- 2(در  اندازه بگيريم، مثلاً

1 2 1,L n n n n n+ → + → += ∀ ∈Q Q Q براي تابع ) 24(معادله جوابهاي در انتخاب شود،  [

( );κ ω β تغييري ايجاد نخواهد شد. 

0βوقتي ) 39( ي معادله - 7  كند؟است چه تغييري مي ≠

را نشان دهيد و با استفاده از آن عبارتي تقريبي براي نسبت گاف استنتاج ) 42(درستي  - 8

 . نماييد

) 42(كرديم آيا استفاده مي +1φو  0φبه جاي  0φو  −1φهاي  از هماهنگ) 40( ي اگر در رابطه - 9

3را براي ماتريس  )42( مقدار ويژه مسألهكرد؟ حال تغيير مي −1φمربوط به هماهنگهاي  ×3

 ،0φ  1وφ+ را بيابيد هاي آن بازنويسي نماييد و حل. 

)،)25(بطه نشان دهيد در را -10 )f ω  است اگر داشته باشيم بسامدتابعي حقيقي از m∀ ∈] 

mk نشان دهيد تحت : راهنمايي. (ها امواج غير ميرا باشند يا به بيان ديگر، در تمام لايه \∋

11اين شرايط  22q q ∗=(. 
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  4بخش 

  ساختار دوبعدي متناوب

  

  :داريمدر ساختار متناوب يك بعدي هاي قبل ديديم  همانطور كه در بخش

  )1(  ( ) ( ) ,x x nL nε ε= + ∀ ∈  

  :خواهيم داشتدر ساختار متناوب دو بعدي ) 1(با در قياس 

  )2(  ( ) ( ) ( ), , ,x y m n m nε ε ε= = + + ∀ ∈r r a b  

  :كنندشوند و شرط زير را ارضا ميدو بردار پايه شبكه ناميده مي bو  aكه در آن 

  )3(  0× ≠a b  

   :ديديم هرگاه 1طور كه در بخش  همان

  )4(  ,⊥ =a b a b  

  :مربعي و هرگاه ي برقرار باشد شبكه

  )5(  ( ), 60 or 120 ,= =a b a b  

يك (سلول واحد غير منحصر به فرد شبكه يك مربع ) مثلثي(براي شبكه مربعي . مثلثي داريم ي شبكه

ه هاي متناوب از تكرار يك سلول واحد ب شبكه. است كه اضلاع آن بردارهاي پايه شبكه باشند) لوزي

گذاري  نام ،اند نوع سلول واحدي ساخته شدهكه از تكرار چه  ها با توجه به آن آيند و شبكه دست مي
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، شود سلول واحد آن از دو بردار هم اندازه و عمود بر يكديگر ساخته مي شبكه مربعيپس در  .شوند مي

1 شبكههر نقطه از سلول واحد لذا مطابق شكل زير هر راس 
برد كه در مجموع به هر سلول  سهم مي 4

  ):1تمرين (اين مطلب در مورد شبكه مثلثي نيز صادق است . رسد يك نقطه شبكه سهم ميبرابر واحد 

  )6(  1
44 1N = × =  

 

 
واحد در سلول ضخيم شود؛ چهار ربع دايره ديده ميدر وسط و بالا ارز  دو سلول واحد هم: مربعي ي شبكه): 1(شكل 

  .گيرندجاي مي بالادر سلول واحد  ضخيمكامل  ي و يك دايره) يك دايره مجموعاً(وسط 

  

سازند  درجه مي 120بردار هم اندازه كه با يكديگر زاويه سلول واحد آن از دو  تگرافي ي شبكهدر 

هر نقطه ضلعي منتظم بوده و  توان به سادگي ديد كه سلول واحد آن به شكل ششمي. شود ساخته مي

1آن  از سلول واحد 
  :بنابراين تعداد كل نقاط يك سلول واحد برابر است با. برد سهم مينقطه  3

  )7(  1
36 2N = × =  

 

 
  وسطدر سلول  ضخيمدايره  شش ثلثشود؛ ديده ميدر وسط و بالا ارز  دو سلول واحد هم: گرافيتشبكه ): 2(شكل 

  .گيرندجاي ميبالايي در سلول ضخيم و دو دايره كامل ) يرهدا دو مجموعاً(

a 

b 

a
b
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آيد به دست ميه دارد و سلولي كه از آن بدست آوردن سلول واحد شبكه راهي هندسي وجود ه براي ب

كنيم و بر در شبكه تعريف مي بدين منظور يك نقطه مبدأ. هور استسايتز شبكه مش-سلول ويگنر

كه  را كنيم؛ نقاطيبندي مي ها را دسته آن ي ساير نقاط در شبكه تا نقطه مبدأحسب فواصل هندس

سپس از نزديكترين . نامندنزديكترين همسايه مي دارند اصطلاحاً أكوتاهترين فاصله را تا مبد

عمودمنصف آنها را رسم ) صفحه(خط ) سه بعد(خطوطي را ترسيم و در دو بعد  پاره أهمسايگان تا مبد

- ها در واقع همان سلول ويگنر عمود منصف) سطوح(محصور مابين خطوط ) حجم(سطح . كنيممي

 .سايتز شبكه خواهد بود

 

  بعدي متناوب موج در ساختار دو ي معادله

كنيم كه طبق تعريف ابتدا توجه ميموج در سيستم دوبعدي متناوب  ي براي بدست آوردن معادله

  :داريم

  )8(  ( ) ( ), , 0zx yε ε ε∂
∂≡ ≡r  

و  نيست zميدان در راستاي  ي مولفه موجب عدم حضور لزوماًاين طور كه قبلا هم ديديم  هماناما 

zاريمد Hو  Eهاي  فوريه مكاني ميدانبراي  تبديل  j β∂
∂ → 0β؛ خواهيم ديد كه حالت −  معمولاً =

  :كنيمميرا به صورت زير تعريف و موازي گراديان عمود حال . گيردمورد علاقه قرار مي

  )1-9(  ˆ ˆx y
x y⊥

∂ ∂
∇ +

∂ ∂
 

  )2-9(  ẑ
z
∂

∇
∂

 

  :خواهيم داشتدر حالت تك بسامد يا هماهنگ از تركيب معادلات ماكسول همچنين 

  )1-10(  2
0E k=E EL  

  )2-10(  ( ) ( ) ( )21 1 1
r r rE ε ε ε∇×∇× ⋅ = ∇ ∇ ⋅ ⋅ − ∇ ⋅⎡ ⎤⎣ ⎦L  

  :سوم ماكسول داريم ي نيز از معادله
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  )11(  lnε∇ ⋅ = −∇ ⋅E E  
داريم  )E-polarization( ميدان الكتريكي عرضيقطبش براي معادله موج در 

( ) ( ) ( ) ˆzE z⊥= =E r E r r  و( ) ( ) ( )ˆ ˆx yH x H y= +H r r r .بنابراين:  

  )12(  j β⊥ ⊥∇⋅ = −E E

0β(چنانچه تابش عمود  )گاه  را در نظر بگيريم آن) = ) ( ) ( ),z z zE E E x y⊥= =r r  و معادله

  :گرددبه فرم زير ساده مي) 10(

  )1-13(  ( ) ( )2
0 , ,E z z z z zE k E E E E x y⊥= = =rL  

  )2-13(    ( )2 2

2 2
21 1

r rE x yε ε
∂ ∂

⊥ ∂ ∂
= − ∇ = − +L  

∇0براي ميدان مغناطيسي و معادله چهارم ماكسول ) 10(نيز با توجه به معادله نظير  ⋅ =H  براي

0μمحيط غير مغناطيسي  μ= داريم:  

  )1-14(  2
0H k=H HL  

  )2-14(  ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1

21 1

r r r

r r

H ε ε ε

ε ε

⎡ ⎤∇× ∇× ⋅ = ∇×∇× ⋅ + ∇ ×∇× ⋅ ≡⎣ ⎦

− ∇ ⋅ + ∇ ×∇× ⋅

L
 

) داريم) H-polarization( ميدان مغناطيسي عرضي قطبشبراي حال  ) ( ) ( ) ˆzH z⊥= =H r H r r  و

( ) ( ) ( )ˆ ˆx yE x E y= +E r r r . 0چون  در تابش عمودβ ∇⊥، به ناچار =   :و بنابراين ∇≡

  )1-15(  ( ) ( )2
0 , ,H z z z z zH k H H H H x y⊥= = =rL  

  )2-15(  ( ) ( ) ( )1 1 1
r r rH x x y yε ε ε

∂ ∂ ∂ ∂
⊥ ⊥ ∂ ∂ ∂ ∂
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= −∇ ⋅ ∇ ⋅ = − ⋅ − ⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦L  

در زيرنويس بردارها جز در موارد  و يا  ⊥از اين نقطه به بعد در طول اين متن از نمايش علامت 

  . غيربديهي و به عنوان تاكيد خودداري خواهيم كرد

  

توان گفت كه هرگاه در يك ساختار دو بعدي خطي همسانگرد و گيري مهم مي به عنوان يك نتيجه

)غيرمغناطيسي راستاي انتشار در صفحه  ),x y 0به زبان رياضي (گيرد قرار بβ گاه حل  ، آن)=
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) 13- 1(اي  توان از تركيب خطي حل معادلات نرده را مي) 14-1(و ) 10-1(عمومي معادلات برداري  

بنابراين بررسي حالت تابش عمود از اين نظر با ارزش است كه امكان حل معادلات . يافت) 15-1(و 

پس در شرايط فوق . اي فراهم آورده است نرده ي جداگانه ي قالب دو معادلهبرداري ماكسول را در 

  :اي نظير معادله

  )16(  ( )2
0 ,A k A A A= = rL  

تناوبي در بلورهاي  يا به طريق مشابه سه(اي دوتناوبي  در آن يك عملگر نرده Lبرقرار است كه 

  :به فرم زير است) بعدي سه

  )17(  ( ) ( ) ( ), , ,x y m n m n= = = + + ∀ ∈r r a bL L L L  

)هاي  و جواب )A )خ دو بعدي با تابع بستهوفلوكه به فرم توابع بل-خوطبق قضيه بل ⋅ )Φ ⋅ دوتناوبي   

  :هستند

  )1-18(    ( ) ( ) ( )expA j= − ⋅ Φκr κ r r  

  )2-18(  ( ) ( ) ( ), , ,x y m n m nΦ = Φ = Φ + + ∀ ∈κ κ κr r a b  

)خ داريم وبراي بردار موج دو بعدي بل) 18(در روابط  ),x yκ κ=κ . بسته به نوع ) 16(نيز در رابطه

E=Lقطبش  L  وzA E= يا ،H=L L  وzA H= .صورت ه ب 3بخش ) 7( ي در نتيجه رابطه

  :آيد تر زير درمي كلي

  )19(  ( ) ( ) ( ) ( ) 2

1
, Re exp exp n

n
A t j j t dκ ω κ

∞

=

⎧ ⎫= − ⋅ Φ ⎡ ⎤⎨ ⎬⎣ ⎦
⎩ ⎭
∑∫∫r κ r r κ  

)كه در آن  )nω κ هاي ناهمگني بلور فوتوني است كه مشابه  تابعي غير بديهي و وابسته به ويژگي

در بخش بعد اين مطلب به تفصيل مورد . ناميمسيستم يك بعدي آن را ساختار باند بلور فوتوني مي

  .گيرد قرار ميبحث 

  

  تمرين

 .ضمن ترسيم شكل نشان دهيد سلول صحيح واحد شبكه مثلثي داراي يك نقطه شبكه است - 1



 

 

دوبعدي متناوبساختار  40

شبكه  ي الاضلاعي كه دو ضلع آن بردارهاي پايه توان مثلث متساويمثلثي مي ي آيا در شبكه - 2

 هستند به عنوان سلول واحد در نظر گرفت؟ چرا؟

ه مربعي و مثلثي در دو بعد و مكعبي ساده در سه بعد ب ي سايتز را براي شبكه-سلول ويگنر - 3

كار ببريد؟ دقت كنيد ه گرافيت روش نامبرده را ب ي توانيد در مورد شبكهآيا مي. دست آوريد

ه مانند نقاط سياه و قرمز در شكل زير ب Bو  Aگرافيت از ادغام دو دسته نقاط  ي كه شبكه

 . آيددست مي

  
0βرا وقتي ) 15(و ) 13(درستي  - 4  .است تحقيق كنيد =

شرودينگر غير نسبيتي براي الكترون  ي در واقع داراي يك تناظر با معادله) 13- 1(معادله  - 5

 .مشخص نماييدپارامترهاي اين تناظر را يك به يك . منفرد در پتانسيل الكتروستاتيك دارد

)وقتي ) 15(گيري ذيل  آيا نتيجه - 6 ) ( ) ( ),x yμ μ μ⊥= =r r  و( ) ( ) ( ),x yε ε ε⊥= =r r 

 .را بازنويسي كنيد) 15(و ) 13(هنوز معتبر است؟ در صورت پاسخ مثبت معادلات 

0βنشان دهيد وقتي  - 7 اي  نرده ي به دو معادله) 14(و ) 10(باشد امكان تفكيك معادله  ≠

 . وجود ندارد

با تكرار سلول واحد، شبكه را . است داراي سلول واحد به صورت زير Kagomé ي شبكه - 8

گرافيت  ي تفاوت آن با شبكه. بندي كنيد دسته) 3( نند تمرينترسيم نماييد و نقاط آن را هما

  در چيست؟

 

a 

b 
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  5بخش 

  معكوس  ي شبكه

  

  :تابع متناوب يك بعدي ماننديك 

)1(    ( ) ( ) ,A x A x mL m= + ∀ ∈]  

  :توان در فضاي فوريه نمايش داددوره تناوب است را مي Lكه در آن 

)1-2(    ( ) ( )expm
m

A x a jmGx
∞

=−∞

= −∑  

)2-2(    ( ) ( )exp
2m

L

Ga jmGx A x dx
π

= ∫  

   :جا در اين

)3(    2G Lπ�  

بردار ) سه(دو با به ترتيب متناوب  اختاريك سبعد ) سه(در دو  .شودوارون ناميده مي ي ثابت شبكه

يا ) 4-1(تناوبي مربوطه از قاعده ) سه(تابع دوتناوبي . شودمشخص مي) cو (، bو  aمانند شبكه پايه 

 :پيروي خواهد نمود) 2-4(

)    )دو بعد(  )1-4( ) ( , ) ( ), ,A A x y A m n m n= = + + ∀ ∈r r a b ]  
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)  )بعد سه(  )2-4( ) ( , , ) ( ), , ,A A x y z A m n p m n p= = + + + ∀ ∈r r a b c ]  

ˆ سطح سلول واحد گفتيم بايستي در دو بعد طور كه قبلاً و همان 0S z× ⋅ ≠a b� بعد  يا در سه

0Vحجم سلول واحد  × ⋅ ≠a b c� كه بتوانيم يك تابع دو يا سه  حال براي آن. غير صفر باشند

را  b*و a* شبكه معكوسهاي  بردارصورت سري فوريه بنويسيم لازم است كه ه را ب) 4(تناوبي مانند 

 :براي دو بعد صورت زيربه 

)1-5(    * 2 2ˆ ˆ
ˆ

z z
z S

π π
× = ×

× ⋅
a b b

a b
�  

)2-5(    * 2 2ˆ ˆ
ˆ

z z
z S

π π
× = ×

× ⋅
b a a

a b
�  

 :نماييمتعريف  براي سه بعدرا  c*و a،*b* و 

)1-6(    * 2 2
V

π π
× = ×

× ⋅
a b c b c

a b c
�  

)2-6(    * 2 2
V

π π
× = ×

× ⋅
b c a c a

a b c
�  

)3-6(    * 2 2
V

π π
× = ×

× ⋅
c a b a b

a b c
�  

 :و وارون يك شبكه حاكم استپايه هاي  زير همواره بين بردارتعامد روابط 

)1-7(    * * * 2π⋅ = ⋅ = ⋅ =a a b b c c  
)2-7(    * * * * * * 0⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ =a b b c c a a c b a c b  

 :شوندبطور خاص هنگامي كه شبكه مربعي و يا مكعبي داريم خيلي ساده مي) 5(و ) 4(تعاريف 

*  )دو بعد(  )1-8( *
2 2

2 2,
a a
π π

= =a a b b  

*  )سه بعد(  )2-8( * *
3 3 3

2 2 2, ,
a a a
π π π

= = =a a b b c c  

aكه در آن  = =a b c� وارون نيز در اين  ي واضح است كه بردارهاي شبكه .باشدثابت شبكه مي

 :بودبرقرار خواهد ) 7(اند، و لذا ويژگي زير علاوه بر  ه دو متعامد باقي ماندهدو بهنوز حالت 

)9(    * * * * * * 0⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ =a c b a c b a b b c c a  
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 :توان به شكل زير بسط داد را ميحال تابع دوتناوبي 

)1-10(    ( )( ) ( ) exp , ,mn mn
m n

A A p q A j p q
∞ ∞

=−∞ =−∞

= + + = − ⋅ ∀ ∈∑ ∑r r a b G r ]  

)2-10(    ( ) ( ) 21 expmn mn
S

A A j d r
S

= ⋅∫∫ r G r  

  :كه در آن

)3-10(    * *, ,mn m n m n+ ∈G a b� ]  

 :به طريق مشابه در سه بعد داريم. وارون است ي يك بردار شبكه

)1-11(  ( )( ) ( ) exp , , ,mnp mnp
m n p

A A q r s A j q r s
∞ ∞ ∞

=−∞ =−∞ =−∞

= + + + = − ⋅ ∀ ∈∑ ∑ ∑r r a b c G r ]  

)2-11(  ( ) ( ) 31 expmnp mnp
V

A A j d r
V

= ⋅∫∫∫ r G r  

)3-11(  * * *, , ,mnp m n p m n p+ + ∈G a b c� ]  

 :توان نوشتطور نمادين روابط فوق را مانند زير ميه ب

)1-12(    ( )( ) expA A j= − ⋅∑ G
G

r G r  

)2-12(    ( ) ( ) 31 exp
V

A A j d r
V

= ⋅∫∫∫G r G r  

بسته ) 11- 1(يا ) 10-1(در حقيقت يكي از روابط ) 12-1(اي مانند  جا به بعد مفهوم رابطه پس از اين

  . به تعداد ابعاد مكاني مسئله است

  

-مشخص مي) 11- 3(يا ) 10- 3(حال مجموعه نقاطي در صفحه يا فضا را كه با كليه بردارهاي مانند 

در شبكه وارون تقارنهاي هندسي شبكه اصلي مانند دوران و تناوب وجود . ناميمميشوند شبكه وارون 

به عنوان مثال شبكه وارون شبكه مربعي يا مكعبي خود تبديل به يك شبكه مربعي يا مكعبي . دارد

) 11- 3(و ) 10-3(نيز در قياس با . باشدهاي هندسي مي گردد كه دقيقا داراي همان ويژگيمشابه مي

 :كنيمرا تعريف مي mnpRو  mnRتيب بردارهاي شبكه به تر
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)1-13(    , ,mn m n m n+ ∈R a b� ]  

)2-13(    , , ,mnp m n p m n p+ + ∈R a b c� ]  

 :توان به سادگي نشان داد كهبا كمك روابط تعامد مي

)1-14(    , , , , ; 2mn m nm n m n p pπ′ ′′ ′∀ ∈ ∃ ∈ ⋅ =R G] ]  

)2-14(    , , , , , , ; 2mnp m n pm n p m n p q qπ′ ′ ′′ ′ ′∀ ∈ ∃ ∈ ⋅ =R G] ]  

 :آيددست ميه اتحاد زير ب Gو شبكه وارون  Rشبكه  دلخواه جا براي هر دو بردار و از آن

)15(    ( )exp 1j ⋅ ≡R G  

ˆو  )13(رابطه  Rتوجه نماييد كه منظور از  ˆ ˆxx yy zz+ +r و لذا جز در نقاط  باشدبردار مكان مي �

R≠اصولا) كدام نقاط؟(خاصي  r.  

  

  نواحي بريلويين در شبكه معكوس

}معكوس از مجموعه نقاطي مانند  ي شبكه }* * *| ; , ,mnp mnp m n p m n p∀ = + + ∈G G a b c ] 

مشابه با شبكه . آوردوجود ميه شود كه خود يك مجموعه نقاط متناوب فضايي را بتشكيل مي

. دست آورده توان با كمك انتقال و تكرار يك سلول واحد بفوتوني شبكه معكوس را ميمستقيم بلور 

دست آوريم در واقع به ناحيه ه ب مبدأسايتز حول -س را با روش ويگنرهرگاه سلول واحد شبكه معكو

سايتز -همان سلول ويگنراول بريلويين  ي تعريف ناحيهبا اين در واقع . اول بريلويين خواهيم رسيد

توان به همين روش تعريف و نواحي بريلويين دوم و مراتب بالاتر را نيز مي. باشدبكه معكوس ميش

يك و سايتز كه با كمك نقاط همسايه مرتبه - سلول ويگنر) سطح(به عنوان مثال حجم . تبيين نمود

) سطح(اختلاف اين حجم . شود را در نظر بگيريد ايجاد مي) دو بعدي(دو در شبكه معكوس سه بعدي 

 ي توان ناحيهبه همين ترتيب مي. بريلويين دوم خواهد بود ي سايتز همان ناحيه-با سلول ويگنر

) سطح(ست كه حجم ا جا اهميت دارد آن چه در اين آن. بريلويين سوم و مراتب بالاتر را نيز يافت

يه اطلاعات ساختار كه كل لذا با توجه به اين. مختلف با همديگر يكسانند ي نواحي بريلويين از مرتبه
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)نوارهاي بسامد  )ω κ بريلويين اول خلاصه  ي توان همانند ساختارهاي يك بعدي تنها در ناحيهرا مي

محاسبات و  ي براي كليه بريلويين اول اصولاً ي ناحيه ي نموده و نمايش داد دانستن شكل و محدوده

  .و پراكنش نور در بلور فوتوني كافي است شناسايي تمامي ويژگيهاي انتشار، پراش،

  

. دنشوميو نواحي اول تا سوم بريلويين آن ديده معكوس يك بلور فوتوني مربعي  ي شبكه) 1(در شكل 

  .اند گرديدهترسيم  κدر حوزه Gتوجه كنيد كه بردارهاي 

  

  
، بردارهاي پايه شبكه معكوس ،نمايش نقاط شبكه معكوس: ؛ راستمعكوس يك بلور فوتوني مربعي ي شبكه): 1(شكل 

  .نمايش نواحل اول تا سوم بريلويين: چپ ؛در شبكه معكوس Gو يك بردار 

  

2اول بريلويين مربعي به ابعاد  ي در نتيجه منطقه 2
a a
π π× ي خواهد بود كه مركز آن با مركز شبكه 

نشان داد كه توان هاي تقارن شبكه مربعي مي بر اساس ويژگي .منطبق است 0,0Gمعكوس، يا بردار 

اول  اطلاعات تنها بخشي كوچكي از ناحيه اول بريلويين براي حصول ساختار نوارهاي بسامد در ناحيه

   .بريلويين كافي است

κx 

κy 

κx 

κy 

a* 

b* 

2π/a 

2π/a 

G-2,-1 
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  الساقين الزاويه متساوي نمايش ناحيه اول بريلويين و ناحيه كاهش ناپذير؛ ناحيه كاهش ناپذير با مثلث قائم): 2(شكل 

  .گردند مشخص مي Μ، و Γ ،Χ با نمادهاي يوناني هاشور خورده مشخص شده است و گوشه هاي آن
  

ساختار شبكه معكوس  شودهمانطور كه ديده مي  .نگاه كنيد )1(به شكل  مجدداًبراي توضيح بيشتر 

كه همان ويژگي  Gمعكوس دلخواه مانند  ي غير از ويژگي تقارن انتقالي نسبت به هر بردار شبكه

2تناوب آن است با اعمال دورانهاي 
π )اي نسبت به محورهاي  تقارن آينه، مبدأحول ) يا مضارب آن

xκ  وyκ  4و اقطار صفحه كه با محورهاي ياد شده زاويه
π لذا مثلث . سازند ناوردا استميΓΧΜ  در

بريلويين اول است كه با تبديلات ياد شده قادر است كليه  ي كوچكترين جزيي از ناحيه) 2(شكل 

كه با ) 1(در شكل  ΓΧ'Μبه عنوان مثال مثلث . بريلويين اول را بازسازي نمايد ي اطلاعات ناحيه

 ΓΜاي نسبت به محور  مشترك است با كمك تقارن آينه ΓΜدر ضلع  ΓΧΜناحيه كاهش ناپذير 

  :ست ازا اول بريلويين عبارت ي طبق قرارداد مختصات نقاط مشخص شده در ناحيه .آيدبدست مي

)1-16(    0,0,0Γ G�  

)2-16(    1
1,12Μ G�  

)3-16(    1
1,02Χ G�  

)4-16(    1
0,12′Χ G�  

Ξنقاطي مانند  ي كليهشايان ذكر است كه    :كامل باشد ي كه فاصله آنها يك بردار شبكه Λو   

)17(    ; ,mn m nΞ −Λ = ∃ ∈G ]  

  :بدين ترتيب به عنوان مثال داريم. گردندهم ارز شمرده شده و معمولا با يك نام مشخص مي

′Χ

Χ

Μ

Γ

′Χ

Χ  
x aκ  

y aκ  

ππ−

Μ

Μ Μ

π

π−
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)1-18(    ( ) ( ) ( ) ( )* * * * * * * *1 1 1 1
2 2 2 2Μ + + ≡ + − ≡ − + ≡ − −a b a b a b a b�  

)2-18(    * *1 1
2 2Χ + ≡ −a a�  

  .گردداز حروف بزرگ يوناني انتخاب مي هاي نقاط در شبكه معكوس عموماً ضمنا نام

  
 

  ساختار نوارهاي بسامد 

چنانچه محيط . كنيم بررسي ميرا دو بعد بلور فوتوني، ساختار مربعي در پاشندگي  ي مطالعهبه منظور 

  :صورت زير خواهد بوده پاشندگي ب ي همگن باشد رابطه كاملاً

)1-19(    n
c
ωκ ≡ =κ  

)2-19(    ;n
c
ω

− = ∀κ G G  

الكتريك همگني كه ناهمگني با  براي دي) 19- 2(بوده و الكتريك همگن  براي دي) 19- 1( ي رابطه

)كوچكي مانند  بينهايتدامنه  )δε r  معتبر است) ي تهي شبكه(به گذردهي الكتريكي آن اضافه شده .

اي كه  گردد، به گونهمعكوس نيز مي ي تناوب در ساختار موجب ايجاد تناوب در شبكهتنها فرض  پس

  :همواره

)20(    ( ) ( ) ( ) ( ); ,ε ε ω ω= + ⇒ = + ∀r r R κ κ G R G  

مشخص  Gو شبكه معكوس با بردارهاي  Rمجموعه نقاط شبكه اصلي با بردارهاي ) 20( ي در رابطه

   .گردند مي

  

دهد كه رئوس آنها بر نقاط را نشان مي) 19-1(هاي نور  اي از مخروط مجموعه) 19- 2( ي پس رابطه

) 19-2(پاشندگي ) 4(و در شكل ) 19-1(مخروط نور  )3(در شكل  .معكوس تطابق دارد ي شبكه

به  )19- 1(هاي بسامد ثابت براي  شود دسته منحنيطور كه ملاحظه مي همان .نمايش داده شده است

)ي  ها منطبق بر مبدا صفحه كه مركز تمامي آن باشندمركز مي دواير همشكل  ),x yκ κ قرار دارد.  
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  : نمايش مخروط نور براي محيط همگن دوبعدي): 3(شكل 

  .هاي بسامد ثابت منحني) چپ(نماي جانبي مخروط؛ ) راست(

  

  
  با  براي محيط همگن دو بعديمنحني پاشندگي نمايش ): 4(شكل 

  : )ي تهي شبكه( ناهمگني افزوده متناوب و بسيار كوچك

  .اند مشخص گرديدهتر  مثلث تيرهو ناحيه كاهش ناپذير با  مربع سايه خوردهناحيه بريلويين اول با 

  

  :دست خواهد آمده نگاه كنيم شكل زير ب) 4(در شكل ثابت هاي بسامد  حال چنانچه به منحني

κx 

κy 

ω(κ) 

κx 

κy 
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در تابع  نهايت كوچك تغييرات بيبا  الكتريك همگن هاي بسامد ثابت براي بلور فوتوني حاصل از دي منحني): 5(شكل 

   .بريلويين اول ي ناحيه) راست(هاي ثابت؛  منحني): چپ(؛ )ي تهي شبكه( گذردهي

  

مركز قابل تفكيك هستند  هاي دواير هم هاي بسامد ثابت در گروه شود منحنيطور كه ديده مي همان

، گروه 0,0G ي رنگ با نقطهمثلا گروه آبي . كه مركز آنها بر يكي از نقاط شبكه معكوس منطبق است

,0و  G±1,0سبز با نقاط  1±G 1، و گروه نارنجي با نقاط, 1± ±G  1و, 1±G ورود هر گروه  .باشندمركز مي هم ∓

  . گردندبريلويين اول موجب ترسيم سطوح پاشندگي بسامد مي ي به ناحيه

  

طور كه  همان .شودنمايي بيشتر ديده مي ناحيه بريلويين اول با بزرگ) 5(شكل راست شكل بالا در 

كه ورود  وجود آمده است، در حاليه ب 0,0Gرود نوار اول بسامد از مخروط منطبق بر انتظار مي

,0و  G±1,0، يعني 0,0Gترين همسايگان  هاي هم مركز با نزديك مخروط 1±G نوار دوم را ايجاد ،

,1نقاط بعد  ي ترين همسايگان در رتبه به همين ترتيب نزديك .نمايد مي 1± ±G  1و, 1±G هستند كه  ∓

بريلويين اول در بسامدهاي بزرگتر رخ داده و نوار سوم را ايجاد  ي هاي آنان به ناحيه ورود مخروط
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به شكل بعدي توجه نماييد كه در آن مقاطع تر چگونگي اين آرايش  براي تجسم دقيق. نمايد مي

   .اند ناپذير ترسيم شده نوارهاي بسامد در امتداد محيط اضلاع ناحيه كاهش

  

ناپذير  بريلويين كاهش ي ممكن است اين سؤال پيش بيايد كه چرا ساختار باند را روي اضلاع ناحيهنيز 

را در نظر تهي  ي الكتريك همگن يا شبكهدي براي پاسخ به اين سؤال ابتدا يك. كنيمترسيم مي

مفهوم كه در نقاط با تقارن بالا مانند كليه باشد؛ بدين مي متناظريك تبهگني  با هر تقارن. بگيريد

)ناپذير قرار دارند، ساختار باند بريلويين كاهش ي نقاطي كه روي اضلاع ناحيه )ω κ شودتبهگن مي .

)داده شده بسامديعني متناظر با يك  )ω κ  و يك بردار موجκ  بيش از يك مود ويژه وجود خواهد

توان اين پديده را با تبهگني ، مي)چرا؟(رسد مي 2تبهگني براي هر قطبش حداكثر به  ي درجه. داشت

در . هادي نسبت به اسپين بالا و پايين مقايسه كرد نيمه بلورهايساختار باند انرژي الكتروني در 

- هاي مختلف ولي انرژيواند دو الكترون با اسپينتحقيقت هر ظرفيت انرژي و تابع موج داده شده مي

  .هاي يكسان را بپذيرد

  

. رسيمتهي به يك بلور فوتوني مي ي الكتريك شبكهحال با اعمال اندكي اختلال متناوب در ثابت دي

چنانچه . گردديكسان مي ي اعمال اختلال معمولا منجر به رفع تبهگني و ايجاد شكاف بين مقاديرويژه

پس به عنوان . به حد كافي بزرگ باشد، گاف فوتوني پديد خواهد آمد بسامداين شكاف يا اختلاف 

با  توان ادعا كرد كه چنانچه اختلال بسيار بزرگ نباشد، آن گاه گاف فوتوني را لزوماً كلي مي ي نتيجه

) ناپذير هستند بريلويين كاهش ي يهكه همان اضلاع ناح(ساختار باند روي نقاط با تقارن بالا  ي مقايسه

اطلاعات ساختار باند در بلورهاي فوتوني يك، دو يا سه بعدي  به همين دليل معمولاً. بايد جستجو كرد

ناپذير كافي است و بديهي است كه در حالت بلور فوتوني  بريلويين كاهش ي ناحيهاضلاع تنها در امتداد 

Γمربعي منظور همان مسير گردشي  → Χ→Μ →Γ بسامد نرماليزه طبق ) 6(در شكل  .باشدمي

  : ي رابطه
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)21(    
2N

a a
c

ωω
π λ

=�  

بديهي است در اين حالت ساختار باند . طول موج در خلأ است λشود كه در آن تعريف مي

)حال افزودن كمي تغييرات . ديگر منطبق باشند هاي الكتريكي و مغناطيسي بر هم قطبش )δε r 

تواند خود خلأ ، هوا، يك نيمه الكتريك ميزبان كه مي متناهي و داراي تناوب مكاني مربعي به دي

هاي الكتريكي و  الكتريك ديگري باشد موجب جدا شدن ساختارهاي نوار قطبش هادي، يا هر دي

شكل زير ساختار نواري را  .گرددمي Γ، و Χ ،Μجاد گاف فوتوني در مرزهاي مغناطيسي و نيز اي

11.3rεبا  Siهاي از جنس  براي ميله 0.25rنسبت شعاع به ثابت شبكه و  =
a . رسم شده است =

براي . دهند را نشان ميآبي قطبش مغناطيسي خطوط پر قرمز قطبش مغناطيسي و خطوط خط چين 

در اين ساختار براي قطبش مغناطيسي دست  .اند دو گاف اول و دوم مشخص شده قطبش الكتريكي

هاي بسامد ثابت  ز دسته منحنيني) 8(در شكل . گاف وجود ندارد 0.75كم تا بسامدهاي كمتر از 

  .نشان داده شده است) 7(شكل ساختار نواري بسامد 

  

  
  .]1و2[ )تهي ي شبكه( الكتريك همگن و ضريب شكست واحد بلور فوتوني مربعي با ديساختار باند ): 6(شكل 
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E-polarization, first three surfaces, L=1, r=0.25, εa=11.3, εb=1

  
  ].1و2[ هاي سيليكون در هوا ميلهمربعي ساختار نواري بسامد براي بلور فوتوني ): 7(شكل 

  
هاي سيليكون در  براي بلور فوتوني ميله قطبش الكتريكي ساختار نواري بسامدهاي بسامد ثابت  دسته منحني): 8(شكل 

  .]1و2[ نوار مجاز بسامد سوم): راست(نوار مجاز بسامد دوم؛ ): وسط(نوار مجاز بسامد اول؛ ): چپ( ؛هوا

  

  

  

  

  

  

  

  

  ].1و2) [7(شكل براي بلور فوتوني  قطبش الكتريكي ساختار نواري بسامدبعدي از  نماي سه): 9(شكل 
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  ].1و2[سيليكون هاي هوا در  سوراخمربعي ساختار نواري بسامد براي بلور فوتوني ): 10(شكل 

  

  
 هاي هوا در سوراخبراي بلور فوتوني  قطبش الكتريكي ساختار نواري بسامدهاي بسامد ثابت  دسته منحني): 11(شكل 

  ].1و2[نوار مجاز بسامد سوم ): راست(نوار مجاز بسامد دوم؛ ): وسط(نوار مجاز بسامد اول؛ ): چپ(؛ سيليكون

  

  

  

  

  

  

  

  ].1و2) [10(شكل براي بلور فوتوني  قطبش الكتريكي ساختار نواري بسامدبعدي از  نماي سه ):12(شكل 
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  ]1و2[سيليكون هاي هوا در  مثلثي سوراخساختار نواري بسامد براي بلور فوتوني : )13(شكل 

  .)رجوع كنيد 8براي مشاهده شكل ناحيه كاهش ناپذير به تمرين (
  

  
  ].1و2[در هوا سيليكون هاي  مثلثي ميلهساختار نواري بسامد براي بلور فوتوني : )14(شكل 

  

براي قطبش ) 7(بريلويين اول بلور مربعي شكل  ي نوارهاي بسامد اول تا سوم را در منطقه) 9(شكل 

ساختار ) 12(تا ) 10(ترتيب مجموعه اشكال به همين . دهدبعدي نشان مي الكتريكي در نمايي سه

الكتريك ميزبان نشان  هاي هوا در سيليكون به عنوان دي نوارهاي بسامد بلور فوتوني مربعي با سوراخ

شود كه ديده مي 0.8تر از  بسامدهاي كوچكختار قبلي سه گاف فوتوني در در مقايسه با سا. دهدمي

فاقد گاف ) 7(ست كه ساختار شكل ا حالي اين در. داراي قطبش مغناطيسي هستنددوتاي آنها 

گاف ) 7(آيد ساختار شكل طور كه از شكل به خوبي بر مي از سوي ديگر همان. مغناطيسي بود

در مقابل ساختار مربعي . ايجاد نموده است) يا نسبت عرض گاف به بسامد مياني بزرگتري(بزرگتري 
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تنها گاف ) 13(كه تنها گاف فوتوني الكتريكي دارد ساختار مثلثي سوراخدار شكل ) 7(اي شكل  ميله

هاي  داراي گاف) 14(اي شكل  نيز ساختار مثلثي ميله. مغناطيسي در بسامدهاي مياني و كوچك دارد

سه در مقايسه با . باشدبزرگ مي گاف دوم الكتريكي آن نسبتاً و ضمناًالكتريكي و مغناطيسي است، 

0.5Nωتنها آرايشي است كه گاف بزرگي را در حدود ر قبلي اين ساختا به . ايجاد نموده است ∽

اگر از پاشندگي . عنوان آخرين نكته در اين بخش بايستي به علت نرماليزه كردن بسامد اشاره نمود

ذاتي مواد يا وابستگي ثابت گذردهي الكتريكي و مغناطيسي آنها نسبت به بسامد بتوان صرف نظر كرد 

توان با مقياس  ، بدين مفهوم كه ميبندي خواهند بود گاه بلورهاي فوتوني داراي قابليت مقياس آن

مشخصي تمامي ابعاد را كوچكتر يا بزرگتر كرده و همان ساختار نواري بسامد را بدون تغيير بر بلور 

بعدي را با  هاي مربوط به ساختارهاي سه توان آزمايشبه عنوان مثال مي. مقياس شده حاكم فرض كرد

ريزموج و با ابعاد از مرتبه سانتيمتر به جاي طيف دقت بسيار بيشتر و هزينه بسيار كمتر در طيف 

  .  نوري با ابعاد از مرتبه زير ميكرون انجام داد
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  تمرين

 .را نشان دهيد) 8(و ) 7(درستي روابط  - 1

Vبا كمك اتحادهاي برداري رابطه اي ميان  - 2 × ⋅a b c�  و* * *
BZV × ⋅a b c�  بيابيد. 
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xκ

yκ

Κ  Γ  

Μ

)دو بعدي مفروض است  ي براي يك شبكه - 3 )2 ˆ ˆ3a x y= +a  و( )2 ˆ ˆ3a x y= −b . بردارهاي

معكوس را  ي اين شبكه چيست؟ بردارهاي شبكه ي هندسه. پايه را در صفحه رسم نماييد

 . محاسبه و ترسيم كرده و زاويه ميان آنها را بيابيد

را ثابت نماييد و سپس نشان دهيد كه توابع مشخص شده با بسط دو يا ) 15(و ) 14(روابط  - 4

 .به ترتيب دو و سه تناوبي هستند) 11-1(و ) 10-1(فوريه در  ي گانه سه

 ارزند؟ چرا؟ بريلويين اول شبكه معكوس بلور فوتوني مربعي هم ي در ناحيه Χ′و  Χآيا نقاط  - 5

 Μو  Χنشان دهيد بسامد نرماليزه در مرز نوارهاي بسامد اول و دوم در نقاط ) 6(در شكل  - 6

1به ترتيب برابر 
2و  2

1nالكتريك ميزبان برابر  اگر ضريب شكست دي. است 2 باشد نتيجه  <

  چه فرقي خواهد نمود؟

در پيوست ب ساختار باند بلورهاي فوتوني  SharifPWE_BZplotTri.mبا تغيير دادن برنامه  - 7

جايي مكاني در بسط فوريه از قضيه جابه: راهنمايي. (را آناليز كنيد Kagoméافيت و گر

  .)استفاده كنيد

با . دهد را نشان مييك شبكه مثلثي در شكل روبرو مثلث هاشور خورده منطقه كاهش يافته  - 8

 . اين مثلث را پيدا كنيد اضلاع باشد، ابعاد aكه ثابت شبكه اصلي  فرض اين

 

 

 

 

 

نشان دهيد كه گاف  ]3[ها هاديضمن مقايسه با مفهوم گاف مستقيم و غيرمستقيم در نيمه - 9

نيز نشان دهيد كه در بلور فوتوني دو بعدي . فوتوني در بلور يك بعدي همواره مستقيم است

اگر گاف فوتوني بين نوارهاي بسامد اول و دوم جاي گرفته باشد، آن گاه گاف فوتوني به دست 

   .غيرمستقيم است آمده لزوماً
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  6بخش 

  خ و بسط امواج تختوبل ي قضيه

 

 ي براي اين منظور ابتدا معادله. پردازيم فلوكه مي-خوقضيه بلاثباتي براي  ي اين قسمت ابتدا به ارايه در

 :عملگري زير را در نظر بگيريد

)1(    λΨ = ΨL  
عملگري خطي و تابع مكان است كه با عملگر جابجايي  Lمقدار ويژه، و  λتابع ويژه،  Ψ كه در آن

 :گردد شبكه كه بصورت زير تعريف مي

)2-1(    mnp mnp→ +r r RT  

)2-2(    mnp m n p= + +R a b c  

  :شود ميصورت زير جابجا ه ب

)3(    , 0mnp mnp mnp⎡ ⎤ = − =⎣ ⎦L T �LT T L  

همانطور كه در پيوست الف نشان داده . ناميم را عملگري متناوب مي Lتحت اين شرايط اصطلاحاً 

همانند خواهند بود، لذا خواهيم  ي توابع ويژهشوند، داراي  كه دو عملگر جابجا ميوقتي شده است 

  :داشت



 

 

ي بلوخ و بسط امواج تختقضيه 58

)4(    mnp mnpχΨ = ΨT  

توجه شود كه با وجود آنكه . است mnpTعملگر جابجايي شبكه  ي مقدار ويژه mnpχاخير  ي در رابطه

L   وmnpT مشترك  ي اي توابع ويژهدارΨ آنها يعني  ي مقاديرويژه ي هستند ولي رابطهλ  وmnpχ 

اين دو  خواهيم ديد كه مفهوم ساختار باند فوتوني همان نگاشتي است كه. اي غير بديهي است رابطه

  .سازد ويژه را به هم مرتبط مي مجموعه مقادير

 

  :توان تفكيك نمود ميعملگر  به صورت ضرب سهرا  mnpTانتقال شبكه عملگر حال 

)5(    00 0 0 00mnp p n m=T T T T  

  :توان بصورت زير بازنويسي نمود را مي) 5(شود كه  چنين استفاده مي 1از تمرين 

)6(    ( ) ( ) ( )001 010 100
p n m

mnp =T T T T  

اثر است؛ به  بي) 6(در  001T، و 100T ،010Tتوجه نماييد كه ترتيب نوشتن عملگرهاي جابجايي واحد 

m كل بيان ديگر n p+ توان به هر ترتيب دلخواه  را مي شوند در هم ضرب مي )6(در  كه جمله +

  :خواهيم داشت) 4(حال طبق ). چرا؟(جابجا كرد 

)7-1(    ( )100 100 exp 2 xjχ πδΨ = Ψ − ΨT  

)7-2(    ( )010 010 exp 2 yjχ πδΨ = Ψ − ΨT  

)7-3(    ( )001 001 exp 2 zjχ πδΨ = Ψ − ΨT  

. توانند داراي مقادير حقيقي يا موهومي باشند فازهاي اختياري هستند و مي zδ، و xδ ،yδكه در آن 

  :عبارتست از mnpTترين شكل مقادير ويژه عملگر جابجايي شبكه  توان نتيجه گرفت كه كلي پس مي

)8(    ( )exp 2mnp x y zj m n pχ π δ δ δ⎡ ⎤= − + +⎣ ⎦  

  كنيم كه اي تعريف مي را به گونه κبردار ) 2-2(در  mnpRحال با توجه به تعريف بردار شبكه 

)9(    expmnp mnpjχ ⎡ ⎤= − ⋅⎣ ⎦κ R  
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فصول قبل مفهوم آن بازتر  ناميم كه در فلوكه مي- خورا بردار موج بل κدر اين حالت . برقرار باشد

  :براي اين منظور لازم است كه داشته باشيم. شده است

)10(    * * *
x y zδ δ δ+ +κ a b c  

. اند تعريف گرديده 5 بخشباشند كه در  معكوس مي ي شبكه ي بردارهاي پايه c*، و a ،*b*در اينجا 

تواند مقادير  عد عكس مكان است، ولي بايد توجه گردد كه ميداراي بκ شود كه بردار  پس ديده مي

  .مختلط هم بپذيرد

  

  توان نوشت مي Ψبراي توابع ويژه كافي است كه  نشان دهيم اكنون تنها 

)11(    ( ) ( ) ( )exp jΨ ≡ Ψ = − ⋅ Φκ κr κ r r  

)كه در آن  )Φκ r تابعي متناوب است، يعني:  

)12(    ( ) ( ) ( )mnp mnpΦ = Φ + = Φκ κ κr r R rT  

)به بيان ديگر  )Φκ r ي تابع ويژه mnpT توجه نماييد كه . باشد واحد مي) چرا؟(تبهگن  ي با مقدارويژه

)با وجود آنكه  )Φκ r ًفلوكه -خوامواج بل تابعي متناوب است لزوما( )Ψκ r به همين . متناوب نيستند

)فلوكه -خودليل امواج بل )Ψκ r ناميم متناوب مي را شبه.   

  

)عليرغم آنكه  )Ψκ r  خود متناوب نيست چنانچهκ توان نوشت داراي مقدار حقيقي باشد مي:  

)13(    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )22 2 2 2
mnp mnp mnpΨ = Φ = Φ = Φ = Ψκ κ κ κ κr r r r rT T T  

هنوز براي ) يا چگالي حضور الكترون در شبكه الكتروني(دهد شدت ميدان در بلور فوتوني  كه نشان مي

حقيقي است انتشار موج بلاخ در بلور  κتحت شرايطي كه . كاملا متناوب استامواج بلاخ در مكان 

قرار  )يا انرژي(بسامد  نيز در نوارهاي مجاز λبدون انعكاس امكان پذير است و بنابراين مقدار ويژه 

بنابراين برقرار نخواهد بود و ) 13(موهومي باشد  κ ي اما اگر دست كم يكي از سه مولفه. گيرد مي

  .داشتقرار خواهد  )يا انرژي(ممنوعه بسامد در نوارهاي  λمقدار ويژه 
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2براي بلورهاي فوتوني كه در آنها  mnpTو   L ي نگاشت غير بديهي مقاديرويژه 2cλ ω≡   است

)بصورت  )ω ω≡ κو براي بلورهاي الكتروني كه ،Eλ همان انرژي الكترون است، به فرم  ≡

( )E E≡ κ ايم باشد كه ما آنرا قبلاً با نام ساختار باند بسامد يا انرژي به تفصيل ديده قابل نمايش مي.  

  

  ساختار نواري در دو بعد

و بعدي سيستم با تناوب دبراي محاسبه ساختار باند فوتوني در اين بخش اقدام به ارايه مدلي از يك 

  :لأكه در آن تابع متناوب گذردهي در خ] 1[ كنيم مي

)14(    ( ) ( )mnε ε=r rT  

  : بردارهاي شبكه عبارتند ازپس . داراي تقارن مربعي است

)15(    , ,mn m n a= + ⊥ = =R a b a b a b  

 xبصورت مجموع دو تابع وابسته به بتوانيم ضريب گذردهي را گيريم كه  در اينجا حالتي را در نظر مي

  :بنويسيم yو 

)16(    ( ) ( ) ( )X x Y yε ≡ +r  

] 1[توان نشان داد  دقيقا برقرار نيست، ولي مي) 16(بديهي است براي يك بلور فوتوني معمول هرگز 

تقريب عالي براي توصيف انتشار قطبش الكتريكي در بلورهاي براي دست يافتن به يك ) 16(كه فرم 

طور كه  همان ضمناً. بعدي مربعي و دست كم در سه نوار اول بسامد بسيار مناسب است فوتوني دو

خاص از تغييرات  ي انتشار موج و ساختار باند براي اين خانواده ي نشان داده خواهد شد مسئله

  .گردد به شكل تحليلي و صريح و به سادگي قابل حل است مشخص مي) 16(گذردهي الكتريكي كه با 

  

  :توان به شكل زير نوشت ميبراي قطبش الكتريكي در دو بعد موج را انتشار  ي معادله

)17 -1(    2 2
0( , ) ( , ) ( , ) 0z zE x y k x y E x yε∇ + =  
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)17 -2(    
2

2

2

2
2

yx ∂
∂

+
∂
∂

=∇  

)17 -3(    2
2

0 2k
c
ω

=  

  :به شكل zEبا تفكيك

)18(    ( , ) ( ) ( )zE x y x yχ ψ=  

  :آيد دست ميه ب) 17(و با استفاده از 

)19(    [ ] [ ][ ]
2 2 2

2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0x y X x Y y x y
x y c

ωχ ψ χ ψ
⎡ ⎤∂ ∂

+ + + =⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦
 

  يا

)20(    [ ][ ]
2

2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0x y x y X x Y y x y
c
ωχ ψ χ ψ χ ψ′′ + + + =  

)رابطه بر طرفين با تقسيم  ) ( )x yχ ψ خواهيم داشت:  

)21(    2

2 [ ] 0X Y
c

χ ψ ω
χ ψ
′′
+ + + =  

  :دهيم را يك طرف تساوي قرار مي xجملات وابسته به اكنون 

)22(    2 2

2 2

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

x yX x Y y
x c y c

χ ω ψ ω
χ ψ
′′

+ = − −  

  :به شكل زير βبا  تعريف 

)23 -1(    2 2
2

2 2

( ) ( )
( )

x X x
x c c

χ ω ω β
χ
′′

+ = −  

)23 -2(    2 2
2

2 2

( ) ( )
( )
y Y y
y c c

ψ ω ω β
ψ

+ =  

  :رسيم زير مي ي به دو دسته معادله

)24 -1(    2
2

2 ( ) 0x X x
c
ωχ χ β χ′′ ⎡ ⎤= + − =⎣ ⎦L  

)24 -2(    2
2

2 ( ) 0y Y y
c
ωψ ψ β ψ⎡ ⎤= + + =⎣ ⎦L  
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بصورت امواج ) 24(جوابهاي ) چرا؟(متناوب هستند  yLو  xLعملگرهاي ) 24(اما در چون معادلات 

  :فلوكه خواهند بود- خوبل

)25 -1(    ( ) ( ) ( ) ( )exp
x xxx x j x xκ κχ χ κ= = − Φ  

)25 -2(    ( ) ( ) ( ) ( )exp
y yyy y j y yκ κψ χ κ= = − Θ  

  :عبارتست از) 17(خ معادله ولذا جواب بل

)26(    ( ) ( ) ( ) ( )exp
x yzE j x yκ κ= − ⋅ Φ Θr κ r  

ˆكه در آن  ˆxx yy= +r  بردار دوبعدي مكان وˆ ˆx yx yκ κ= +κ اما . فلوكه هستند-خوبردار موج بل

به فرم ) 2-24(و ) 1- 24(خ در مسائل يك بعدي ديديم اعداد موج بلو 5بخش طور كه در  همان

  توابعي همانند

)27 -1(    ( );x xκ κ ω β=  

)27 -2(  ( );y yκ κ ω β=  

)در بازه  ثابت تفكيكو تغيير دادن  ωپس با انتخاب بسامد ثابت . خواهند بود )2 ,β ∈ −∞ +∞ 

توان نگاشت وارون  را مي) 27(پس مجموعه معادلات . هاي بسامد ثابت دست يافت توان به منحني مي

)ساختار باند بسامد دوبعدي  ) ( ),x yω ω κ κ=κ دانست.  

  

  به روش بسط امواج تخت  ساختار باند ي محاسبه

، روش بسط امواج تخت است كه در اين ساختار باندل ليحتبراي مرسوم هاي عددي  از جمله روش

را در نظر با قطبش الكتريكي يك سيستم دو بعدي ابتدا  گيبراي ساد. بخش به آن خواهيم پرداخت

  . مگيري مي

)28 -1(    2
0E z zE k E=L  

)28 -2(    2 ( )E η= − ∇ ⋅L  

  : كنيم ناپذيري را به صورت زير تعريف مي نشتدر اينجا تابع 
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)29(    1( )
( )

η
ε

r
r

 

)همانند كه  )ε r متناوب است:  

)30(    ( ) ( )mnpη η=r rT  

  :نويسيم ميدان الكتريكي را به شكل زير مي zبا استفاده از قضيه بلاخ مولفه حال 

)31(    ( ) ( )j
zE e − ⋅= Φκ r

κr r  

)كه در آن  )Φκ r يك تابع متناوب است:  

)32(    ( ) ( )mnpΦ = Φκ κr rT  

  :شود به شكل زير ظاهر ميفوق ريف اتعكمك معادله موج با لذا  

)33(    2 2
0E k Eη∇ =  

  كنيم كه بر اساس اتحاد زير اكنون توجه مي

)34(    ( ) [ ] ( )j je f e j f− ⋅ − ⋅⎡ ⎤∇ = ∇ −⎣ ⎦
k r κ rr κ r  

)براي هر تابع دلخواه  )f r ، شود به شكل زير ساده مي) 33(رابطه:  

)35(    ( ) ( ) ( )
2

2
2[ ] 0j

c
ωη ∇− Φ + Φ =κ κr κ r r  

  :كنيم فوريه زير استفاده مي هاي از بسطدر اين مرحله 

)36 -1(    ( ) exp[ ]mn mn
mn

jη η= − ⋅∑r G r  

)36 -2(    ( ) ( )exp[ ]mn mn
mn

jφΦ = − ⋅∑κ r κ G r  

*كه در آن  *
mn m n= +G a b فوريه خواهيم داشتهاي  با جايگذاري بسط. وارون است ي بردار شبكه:  

)37(    2

2

2

exp[ ]( ) ( )exp[ ]

( ) exp[ ] 0

mn mn pq pq
mn pq

pq pq
pq

j j j

j
c

η φ

ω φ

− ⋅ ∇ − − ⋅ +

− ⋅ =

∑ ∑

∑

G r κ κ G r

κ G r
 

  :يا   
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)38(    ( )2

2

2

( )( ) exp

( )exp[ ]

mn pq pq pq mn
mnpq

pq pq
pq

j

j
c

η φ

ω φ

⎡ ⎤+ − + ⋅ =⎣ ⎦

− ⋅

∑

∑

κ G κ G G r

κ G r
 

  :وارون داريم ي طبق تعريف بردار شبكهاما 

)39(    ,mn pq m p n q+ ++ =G G G  

  و با انجام تغيير متغيرهاي زير ) 39(با استفاده از 

)40 -1(    m p r+ → و   n q s+ →                                     )در سمت راست(    

)40 -2(    p r→ و   q s→                                                  )در سمت چپ(  

  :خواهيم داشت

)41(    [ ]2
,

2

2

( )( ) exp

( )exp[ ]

r p s q pq pq rs
rspq

rs rs
rs

j

j
c

η φ

ω φ

− − + − ⋅ =

− ⋅

∑

∑

κ G κ G r

κ G r
 

  

)طرفين را در اكنون  )exp mnj ⋅G r با كمك . گيريم تناوب انتگرال مي ي ضرب كرده و روي يك دوره

  اتحاد

)42(    ( ) 2
0 0

1 exp mn m n
S

j d r
S

δ δ⋅ =∫∫ G r  

  :نتيجه عبارتست ازمي باشد،  دلتاي كرونكر rsδسطح سلول واحد و  Sكه در آن 

)43(    2
2

, 2( )( ) ( )m p n q pq pq mn
pq c

ωη φ φ− − + =∑ κ G κ κ  

)رابطه پاشندگي  ،مقادير اين معادله ويژه )ω κ متناوب دوبعدي يك محيط قطبش الكتريكي  را براي

  :شود زير ساده مي ي ين معادله در حالت يك بعدي به معادلها .كنند مشخص مي

  )44(  2 2

2

2 ( )( ) ( )m p p m
p

p
L c
π ω κη κ φ κ φ κ− + =∑  
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]هاي فوريه را بين  تعداد جملات بسط) 43(هاي محاسباتي چنانچه در  بر اساس محدوديت ],N N− 

توجه به تقريببا محدود كنيم، 
N N

mn m N n N=− =−

≈∑ ∑ }{شود كه  مشخص مي ∑ pqφ  يك ماتريس مربعي

)است كه  )22 1N  تانسور رتبه چهاربنابراين . درايه دارد +

{ } { } ( ){ }2

,mnpq m p n q pq mnpqS Sη − − + =G κ κ  داراي( )42 1N را ) 43(پس  .درايه است +

  مقدار تانسوري بازنويسي كرد ويژه ي توان به شكل معادله مي

  )45(  { }{ } ( ) { }
2

2mnpq pq mnS
c

ω
φ φ=

κ  

  :كه داراي حل زير براي ساختار باند فوتوني است

  )46(  ( ) ( ){ }eigc Sω =κ κ  

}با توجه به رتبه چهارم تانسور در عمل نيازمند عمل تسطيح تانسور ) 46(محاسبه مقاديرويژه  }S  از

بردار مربع به شكل يك  براي نشان دادن چگونگي اين عمل به تسطيح يك ماتريس. است 2به  4رتبه 

  :عمودي توجه نماييد

  )47(  

12

22
2 ×

×
⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

d
c
b
a

dc
ba  

}ماتريسهاي ويژه تانسور  ي براي محاسبهپس  }S  12()12(ماتريس بايد(}{ +×+ NNpqφ  بردار را به

2(2 1) 1
{ }m N
φ

+ ×
2چهار  ي به طريق مشابه يك تانسور رتبه. كردتسطيح   2 2 2× × پس از تسطيح  ×

  :خواهد بود

  )48(  
{ }

2 2

1111 1211 1112 1212

2111 2211 2112 2212

2 2 2 2
1121 1221 1122 1222

2121 2221 2122 2222 2 2

mnpq

S S S S
S S S S

S
S S S S
S S S S

× × ×

×

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟→
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

3 به ازاي ها ماتريسعد بN 49، پس از تسطيح براي بردارويژه= 1[ ]φ و براي ماتريس ناشي از تسطيح  ×

49تانسور رتبه چهار  49[ ]S ]عد ماتريس مسطح از آنجاييكه ب). چرا؟(خواهد بود  × ]S  با افزايشN  به
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هاي آن غير صفر است، افزايش دقت ناشي از در نظر  تمام درايه كند و نيز معمولاً سرعت رشد مي

تر  مقاديرويژه ماتريس بسيار بزرگ ي گرفتن تعداد جملات بيشتر در بسط فوريه با خطاي محاسبه

باند اول فوتوني يك بلور فوتوني دوبعدي،  7الي  5لذا در عمل براي محاسبه دقيق . شود جبران مي

  .گيرند قرار مي 12تا  5بين  Nمقادير بهينه براي 

 

  :حاكم بدين صورت است ي معادله. كنيم حل ميقطبش مغناطيسي مجدداً حال مساله را براي 

  )49(  ( ) ( ) ( )2
0 0z zH k Hη∇ ⋅ ∇ + =⎡ ⎤⎣ ⎦r r r  

  :نويسيم مي ηبسط فوريه براي  

)50(    ( ) exp[ ]jη η= − ⋅∑ G
G

r G r  

) 50(توجه شود كه در 
mn mn

≡ ≡∑ ∑ ∑
G G

با نيز . باشد تري از جمع روي زيرنويسها مي نمايش فشرده 

  :خ داريمواستفاده از قضيه بل

  )51(  ( ) ( ) ( ) ( )exp expzH j jφ= − ⋅ − ⋅∑ G
G

r κ r κ G r

  :خواهيم داشت )49(در ) 51(و ) 50(اري ذگ جايبا حال 

  )52(  ( )( ) ( ) ( )( ) 2
0

j je k eη φ φ′− ⋅ − ⋅
′

′

′⋅ =∑∑ ∑G+G r G r
G G G

G G G

κ κ + G κ + G + G κ  

  زيرنويسها به فرم با اعمال تغيير 

  )53 -1(  ′ ′′+ →G G G                                                       )در سمت چپ( 

  

  )53 -2(    ′ ′′→ −G G G                                                         )در سمت چپ(

  :داريم

  )54(  ( )( ) ( ) ( )2
0

j je k eη φ φ′′− ⋅ − ⋅
′′−

′′

′′⋅ =∑∑ ∑G r G r
G G G G

G G G

κ κ + G κ + G κ

  :خواهيم داشتات مشابه با تغيير
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  )55(  ( )( ) ( ) ( )2
0

j je k eη φ φ− ⋅ − ⋅
′−

′

′⋅ =∑∑ ∑G r G r
G G G G

G G G

κ κ + G κ + G κ

را در سمت چپ و راست برابر قرار توان ضرايب بسط فوريه  به شكل مشابه براي قطبش الكتريكي مي

  :داد و براي معادله نهايي قطبش مغناطيسي چنين نتيجه گرفت

  )56(  ( ) ( ) ( ) ( )2
0kη φ φ′ ′−

′

′⋅ =∑ G G G G
G

κ + G κ + G κ κ

  :كنيم با نمايش جديد بازنويسي مي را مجدداً) 43(جهت مقايسه با قطبش الكتريكي معادله 

)57(    ( ) ( ) ( ) ( )2
0kη φ φ′ ′−

′

⋅ =∑ G G G G
G

κ + G κ + G κ κ

در . ل پرانتز استداخ G′و Gتنها در يك جمله ) 57(و ) 56(شود اختلاف  همانطور كه ملاحظه مي

ساختار باند فوتوني در دوبعد و براي قطبشهاي الكتريكي و  ي هايي براي محاسبه پيوست ب برنامه

  .مند در نظر گرفته شده است همغناطيسي ارايه شده است كه جهت خوانندگان علاق

  

  مراجع
[1]  S. Khorasani and A. Adibi, Opt. Lett. 28, 1472 (2003).  

  

  تمرين

]ابتدا نشان دهيد - 1 ]00 0 0 0 0 00 00 00, , , 0m n n p p m⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = =⎣ ⎦ ⎣ ⎦T T T T T T  و سپس از آنجا درستي

)ابتدا نشان دهيد : راهنمايي(را تحقيق نماييد ) 5( ي رابطه )00 100
m

m =T T ،( )0 0 010
n

n =T T ،

)و  )00 001
p

p =T T.( 

هاي حقيقي  داراي مولفه لزوماًبايد  κفلوكه - خوبردار موج بل) 13(نشان دهيد براي برقراري  - 2

 توان گفت؟ خ چه ميواگر اين شرط برقرار نباشد راجع به وجود امواج بل. باشد

 .را ثابت نماييد) 35(و ) 34(روابط  - 3
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1ε

2ε

3ε 1ε

1ε 1ε

2ε

3ε

?L S

Z

آيا لازم است كه بردارهاي . سه بعد نمايش دهيد تعميم آنرا به. را ثابت كنيد) 42(رابطه  - 4

 شبكه بر يكديگر عمود باشند؟

2شش را با  ي چگونگي تسطيح يك تانسور رتبه) 48(همانند  - 5 2 2 2 2 2 64× × × × × درايه   =

8به يك ماتريس مربع   .نشان دهيد ×8

)كه تابع پيدا كنيد گذردهي الكتريكي را در ميان چنان با توجه به شكل زير  - 6 )ε r  16(در (

)توابع . صدق كند )X x  و( )Y y  ها يكتا هستند؟ آيا جواب. بدست آوريدرا نيز 

  

  

  

 

 

 

Zدر شكل بالا فرض كنيد  -7 L= ،3S L= ،1 2ε 2، و = 3 6ε ε= اي  ضمن نوشتن برنامه. =

 .بيابيدالكتريكي ساختار باند و عرض گاف فوتوني اول را براي قطبش 
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  7بخش 

 هاي متناهي  شده و تفاضل بسط امواج تخت اصلاح

 

در روش بسط امواج . پردازيم در اين بخش به معرفي دو روش مهم ديگر در تحليل بلورهاي فوتوني مي

الكتريك  ديديم كه مسئله يافتن بسامد به عنوان مقدار ويژه ساختار باند براي حالتي كه دي تخت قبلاً

گردد كه جز در حالات  غيرخطي تبديل مي ي مقدارويژه ي ها پاشنده و تابع بسامد باشند به يك مسئله

امواج  توان براي جبران اين نقيصه در روش بسط بدين منظور مي. خاص به سادگي قابل تحليل نيست

  .تخت اصلاحي ايجاد نمود و آن را براي تحليل ساختارهاي پاشنده نيز تعميم داد

  

است كه به تعبيري  هاي متناهي در زمان روش مهم ديگري كه بدان اشاره خواهد شد روش تفاضل

هاي تحليلي يا عددي ديگر را با آن  ترين ابزار تحليل بلورهاي فوتوني است و ساير روش رايج

تقريباً هيچ روش ديگري به در حال حاضر توان ادعا كرد كه  در ساختارهاي سه بعدي مي. دسنجن مي

هاي  تفاضل ،اي بسيار نزديك به اين روش گونه. رود هاي متناهي در زمان بكار نمي غير از تفاضل

هاي متناهي در زمان  سازي فضا در آن همانند تفاضل نحوه گسستهكه  نام داردمتناهي در بسامد 

هاي عددي  راجع به ساير روش. نمايد بسامد به جاي زمان تحليل مي ي ، ولي محيط را در حوزهستا
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نيز در فصل بعدي هاي محدود، توابع ونير، و غيره  از جمله روش ممان، المانمرسوم در اين زمينه 

 .صحبت خواهيم كرد

  

  ضرايب بسط فوريه دوبعدي براي بلورهاي فوتوني ساده

مانند شكل زير  bεدرون يك مربع با ثابت گذردهي  aεبا ثابت گذردهي  rيك دايره به شعاع حال 

تابع گذردهي  .گر سلول واحد بلور فوتوني دو بعدي مثلثي است اين ساختار نمايان .را در نظر بگيريد

)الكتريكي )ε r توان به شكل زير بسط داد را مي: 

)1( 
                     

( ) jeε ε − ⋅=∑ G r
G

G

r  

  

  
  .ساده سلول واحد بلور فوتوني مثلثي -1شكل 

  

  :)2تمرين ( كهدو بعدي ديد  ي به سادگي ميتوان با كمك تبديل فوريه

)2(              ( ) ( )
2

1J ( )2
b b a

WSC

GG
A G

ρπρε ε ρ ε ε
ρ

= Δ + − ×G  

Gكه در آن  = G بردار شبكه وارون و  ي اندازهWSCA يا سلول واحد سايتز -مساحت سلول ويگنر

rبه طريق مشابه داريم  .استشبكه  = r . تابع( )xΔ شود نيز به شكل زير تعريف مي: 

)3(                  Rx
x
x

x ∈∀
⎩
⎨
⎧

≠
=

=Δ
00
01

)(  

0Gمعكوس  ي شبكهدر مركز اما    زير حدبا توجه به   =
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  )4(                     1
0

( ) 1lim
2x

J x
x→ =

  
  

  :آيد بدست مي 00εبراي 

  )5 (                  
2

00 ( )b b a
WSCA
πρε ε ε ε= + − 

زير تعريف كنيمرشدگي را به شكل اگر فاكتور پ:  

  )6 (                      
2

WSC

f
A
πρ�  

 :شود به شكل زير ساده مي) 5(رابطه 

)7(                        )(00 abb f εεεε −+= 

 

  روش بسط امواج تخت اصلاح شده 

تحليل ساختار باند فوتوني در يك بلور فوتوني  ي دانيم كه مسئله از فصل ششم مي) 45(طبق رابطه 

  :اي مانند زير است ارز حل مسئله مقدار ويژه دوبعدي هم

  )8(              { }{ } ( ) { }
2

2mnpq pq mnS
c

ω
φ φ=

κ  

  :در آن تانسور كه 

)9(           { } { } { } { } { }2 2
,mnpq m p n q pqS S η η− −= + = ⊗ +G κ G κ�   

)ي خطي از عكس تابع گذردهي الكتريكيتابع ) ( )1η ε −=r r   :، و داريماست  

  )10(                  ( ) { }eigc Sω =κ  

}الكتريكها پاشندگي ندارند  در حالتي كه دي  } 0Sω
∂
∂ يك مسئله استاندارد مقدارويژه ) 8(بوده و  ≡

}ولي وقتي كه . خواهد بود } 0Sω
∂
∂ حل  غيرخطي است كه اصولاً ي يك مسئله مقدارويژه) 8(باشد،  ≠

  . غير ممكن است آن كاري بسيار دشوار و معمولاً
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  :براي ايضاح مطلب فرض كنيد داشته باشيم

  )11 (                    ( ) ( ); λ
λ

λ

η ω η ω
∞

=−∞

= ∑r r  

   :زير قابل بازنويسي است بصورت) 8(آنگاه 

  )12 (             ( ){ } { } ( ) { }
2

2S
c

λ
λ

λ

ω
ω φ φ

∞

=−∞

⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎣ ⎦
∑

κ
κ  

   :كه در آن

  )13(                   { } { } { }2S λ λη ⊗ +G κ�  

  :آيد مقدارويژه بصورت تحليل يك مسئله غير خطي بغرنج در مي ي شود كه مسئله ديده مي

  )14 (                 { } [ ]2
2 I 0c Sλ

λ
λ

ω
∞

+
=−∞

− =∑  

با كمك توان  بسط چندجمله اي بر حسب بسامد محدود باشد مي ي چنانچه تعداد جملات و مرتبه

. نمود) 14(اقدام به حل  MATLABدر  polyeigمانند دستور  ،هاي موجود الگوريتمها يا  زيرروال

 .گردد محدود مي 3يا  2هايي با مرتبه  اي چند جمله بهها در عمل  با اين وجود كارآيي اين الگوريتم

اي اصلاح كرد كه مقدارويژه به جاي  توان روش بسط امواج تخت را به گونه براي جبران اين نقيصه مي

بنابراين به جاي تحليل  .]1[ باشد yκ يا و xκخ وبردارهاي موج بل ي يكي از دو مولفه ωبسامد 

)ساختار باند بصورت  ) ( ),x yω ω κ κ=κ ،مقدارويژه را به شكل  ي مسئله( ),x yκ ω κ  و يا

( ),y xκ ω κ جلب ] 1[براي توضيح بيشتر در اين خصوص توجه خواننده به مرجع  .كنيم تحليل مي

  .گردد مي

  

  زمانمحدود در حوزه  هاي تفاضلروش 

ابداع شد، ولي بدليل عدم  Yeeتوسط  1966در سه بعد در سال هاي محدود در زمان  روش تفاضل

توجهي  1970افزارهاي مناسب براي محاسبات عددي به اين روش تا اواسط دهه  دسترسي به سخت
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از ميان . رود امروزه اين روش به عنوان روشي عمده در محاسبات بلورهاي فوتوني بكار مي. نگرديد

  :توان به موارد زير اشاره كرد هاي بارز اين روش مي ويژگي

بسيار  ي توان كليه اطلاعات بازه زمان مي ي بار اجراي برنامه و تحليل اطلاعات حوزهبا يك  -

 .اي از بسامد را با كمك تحليل فوريه بدست آورد گسترده

هاي متناهي در زمان قادر است با اتخاذ شرايط مرزي مناسب و ادغام با تبديل  روش تفاضل -

 .ساختارهاي گوناگون بنمايد ي فوريه آناليز مودال براي جستجوي مودهاي ويژه

 .روي در زمان بدون احتياج به معكوس كردن ماتريسها وجود دارد در اين روش قابليت پيش -

 .آل است هاي متناهي در زمان براي اجرا بصورت پردازش موازي بسيار ايده روش تفاضل -

 .گردند زمان ارضا مي هاي انتگرالي و ديفرانسيلي معادلات ماكسول هم ويژگي -

ها تواماً ارضا  هاي ميدان ادلات سوم و چهارم ماكسول به دليل نحوه قرار گرفتن مولفهمع -

  .شوند مي

  

تر آن براي يك فضاي دوبعدي  زمان ابتدا به مدل ساده ي محدود در حوزه ياجزا روشبراي توضيح 

  . كنيم بندي مي در اين روش فضا را روي يك صفحه مانند شكل زير شبكه. كنيم نگاه مي

  

 
   ؛هاي محدود سازي فضاي دوبعدي در روش تفاضل گسسته -2شكل 

 .در اينجا قطبش الكتريكي در نظر گرفته شده است
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 اول ماكسولدر اين روش دو معادله 

)1-15(                      0 t
μ ∂

∇× = −
∂
HE 

)2-15 (                ( )0 t
ε ε ∂

∇× =
∂
EH r

  
 

كنيم انتشار در  ابتدا براي سادگي فرض مي .شوند شده با يكديگر حل مي تزويجزمان و  به صورت هم

بدين ترتيب قطبش الكتريكي مد . است zو ميدان الكتريكي تنها داراي مولفه  قرار داشته x-yصفحه 

  )15(اي در  نرده ي پس از مجموع شش معادله. گيرد نظر قرار مي

)1-16(                      0
yx z

EH E
t y z

μ
∂∂ ∂

− = −
∂ ∂ ∂

  

)2-16 (                      0
y x z

H E E
t z x

μ
∂ ∂ ∂

− = −
∂ ∂ ∂

  

           )3-16 (                  0
yz x

EH E
t x y

μ
∂∂ ∂

− = −
∂ ∂ ∂

  

)4-16(                    0
yx z

r

HE H
t y z

ε ε
∂∂ ∂

= −
∂ ∂ ∂

  

        )5-16(                    0
y x z

r

E H H
t z x

ε ε
∂ ∂ ∂

= −
∂ ∂ ∂

  

          )6-16(                    
y

H
x

H
t

E xyz
r ∂

∂
−

∂

∂
=

∂
∂εε0  

  :احتياج داريم) 16-6(و ) 16- 2(، )16- 1( ي براي توصيف قطبش الكتريكي تنها به سه معادله

)1-17(                     0
x zH E

t y
μ ∂ ∂

− =
∂ ∂

  

)2-17 (                0
y z

H E
t x

μ
∂ ∂

− = −
∂ ∂

  

          )3-17(                  
y

H
x

H
t

E xyz
r ∂

∂
−

∂

∂
=

∂
∂εε0  
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اكتفا ) 16-5(و ) 16-4(، )16-3(توان به تحليل معادله  مغناطيسي ميبه همين ترتيب براي قطبش 

  :نمود

           )1-18 (                  0
yz x

EH E
t x y

μ
∂∂ ∂

− = −
∂ ∂ ∂

  

)2-18(                    0
x z

r
E H
t y

ε ε ∂ ∂
=

∂ ∂
  

        )3-18(                 0
y z

r

E H
t x

ε ε
∂ ∂

= −
∂ ∂

  

 Eاست با اين تفاوت كه جاي  2مطابق با شكل  مغناطيسي دقيقاًسازي فضا براي قطبش  نحوه گسسته

  .كنيم را عوض مي Hو 

  

 xH هاي مكاني مشتق را بدست آوريم بهدر گام زماني بعد جديد  zEبراي آنكه در قطبش الكتريكي 

را بدست  zHاگر بخواهيم مشتق زماني در قطبش مغناطيسي  طريق مشابه به. نياز داريم yHو 

عددي پايدار بر  ي براي حصول يك نسخه .نياز خواهيم داشت yEو  xEهاي مكاني مشتقآوريم به 

اين بدان معني است كه به . زماني هر دو مركزي باشند هاي مكاني و بايست مشتق مي Yeeطبق روش 

گام بعدي زماني ميدان الكتريكي يا مغناطيسي عمود از  ي براي محاسبه) 18(و ) 17(ترتيب در روابط 

. كنيم، و بر عكس هاي مغناطيسي و الكتريكي در صفحه استفاده مي جديدترين مقادير موجود ميدان

مشتق مكاني ميدان مغناطيسي ) مغناطيسي(ان الكتريكي روي در زمان براي ميد جهت پيش

طرفين نقطه ) الكتريكي(هاي موجود ميدان مغناطيسي  مورد نياز است كه با كمك مولفه) الكتريكي(

  :پس لازم است كه .گردد محاسبه مي) مغناطيسي(مورد نظر در شبكه ميدان الكتريكي 

درهم تنيده قرار بگيرند و منطبق  هاي الكتريكي و مغناطيسي ميدانهاي فضايي  شبكه -

 .نباشند

ميدان الكتريكي در نيم گام زماني نخست و ميدان مغناطيسي در نيم گام زماني بعدي به روز  -

  .شوند
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هاي  است و شبكه 2همانند دو بعد در شكل ) 16(سازي فضا براي معادلات  گسسته ي سه بعد نحوهدر 

  .گيرند درهم تنيده قرار ميهاي الكتريكي و مغناطيسي به شكل  ميدان

  
  .]2[ در سه بعد Yeeهاي الكتريكي و مغناطيسي در شبكه  سازي ميدان گسسته -3شكل 

  

 :اگر از مشتق مركزي استفاده كنيم خواهيم داشتبراي قطبش الكتريكي ) 17(در تحليل 

)1-19(      ( ) ( ) ( ) ( )1 1
2 21 1

2 2
0

, 1 ,
, ,

n n
n n z z
x x

E i j E i jtH i j H i j
yμ
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1 1 1 1
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1 1 1 1
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معادلات  ي طريق مشابه مجموعهبه  .روند كار ميب براي مكان  j و iبراي زمان و  nكه در آن بالانويس 

  :قطبش مغناطيسي عبارتند از

)1-20(( ) ( ) ( )
( ) ( )1 1

2 21 1
2 2 1

0 2

, 1 ,
, ,
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n n
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x x
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تنها با ) 20(و مغناطيسي ) 19(هاي الكتريكي  معادلات مربوط به قطبششود  همانطور كه ديده مي

0تبديلات  0μ ε ε↔  وE H↔  از اين ويژگي جهت تسهيل در . شوند يكديگر بدل ميسادگي به به

فراوان  ي توان براي كوچكتر و موثرتر كردن نرم افزار استفاده اين دو قطبش ميبرنامه نويسي تحليل 

  .برد

  

براي رعايت اختصار تنها . مشابه دو بعد است سازي معادلات ماكسول كاملاً گسسته ي در سه بعد نحوه

به كنيم و بقيه را به عنوان تمرين  از مجموع شش معادله را ذكر مي )16- 6( اي نرده ي يك معادله

  :گذاريم خواننده وامي

  )21(        
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توان نشان داد كه براي پايداري  مي. هاي متناهي در زمان بطور مشروط پايدار است روش تفاضل

  :عددي گام زماني نبايد از حد زير تجاوز نمايد

  )22(                  

( ) ( ) ( )2 2 2

1 10
1 1 1

t
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x y z

≤ Δ ≤
+ +

Δ Δ Δ
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توان نوشت  ميهاي غير پاشنده، خطي، و بدون اتلاف  براي محيطفضايي همگن باشد  ي اگر شبكه

Nc c N t≤ Δ Δ�  كه در آنNc به بيان ديگر شرط پايداري  .شود سرعت انتشار عددي ناميده مي

تعداد ابعاد فضايي و  Nنيز  .آنست كه سرعت انتشار عددي از سرعت فاز نور در خلاء كمتر نباشد

x y zΔ = Δ = Δ = Δ توان براي  هنگامي محيط مورد تحليل خطي است مي معمولاً .گام مكاني است

0سهولت قرار داد  0 1c Lε μ= = = Δ = ثابت  Lدر اينجا (، و از كميات و ابعاد نرماليزه استفاده كرد =

 واحد قابل انتخاب كردن بوده و معمولاً ي ميدانها از مرتبه ي بدين ترتيب دامنه). باشد شبكه مي

0.25tΔ بايد  عد مكاني آن معمولاًنيز در بلورهاي فوتوني، سلول واحد در هر ب. مناسب خواهد بود ∽

  .بخش تقسيم گردد 20م به ك  دست

  

  هاي متناهي در بسامد تفاضل

كنيم، ولي به جاي حركت در  متناهي در زمان فضا را گسسته ميهاي  تفاضلدر اين روش همانند 

مثلاً (در تحليل مودهاي انتشار  از اين روش عموماً. شود زمان سيستم در يك بسامد خاص تحليل مي

tقرار دهيم ) 16(كافيست در براي اين منظور . توان استفاده كرد مي) فيبر بلور فوتوني jω∂
∂ در . →

هاي الكتريكي و مغناطيسي و براي حالت انتشار در صفحه،  براي قطبش) 20(و ) 19(و بعد معادلات د

كلام  ي جهت پرهيز از اطاله .اند قابل استفاده با همين تبديل مجدداً) 21(و در سه بعد معادلات شبيه 

  .مراجعه فرماييد] 3[براي توضيحات بيشتر به 

  

 شرايط مرزي

 ]:4و5[شويم  با چهار خانواده مواجه مي بررسي در بلورهاي فوتوني عموماًدر مسايل عددي مورد 

 ساختار باند ي محاسبه - 1

 اي ساختار باند يا نمودار پاشندگي نقص خطي يا صفحه - 2

 نقصمقدارويژه و مود  ي محاسبه - 3
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 انتشار - 4

براي  هاي فوق را در دست مطالعه داريم، شرايط مرزي گوناگوني بسته به آنكه كداميك از خانواده

  ترين شرايط عبارتند از مهم. شود حل به كار گرفته مي ي بستن ناحيه

كه قادر است محيط : BBC (Bloch Boundary Condition) شرط مرزي متناوب يا بلوخ  )الف

 .نهايت تكرار كند را بطور مجازي تا بي

 ي بسته به نحوه: SBC (Symmetry Boundary Condition) يا تقارن  شرط مرزي صفر  ) ب

 .اي زوج يا فرد را اختيار كرد توان تقارن آينه اعمال آن از نوع ديريكله يا نيومان، مي

كاملاً  ي لايه معمولاً: TBC (Transparent Boundary Condition) شرط مرزي شفاف  ) ت

حل عددي را  ي كه مرز ناحيه شود استفاده مي PML (Perfectly Matched Layer)جاذب 

  .شود راند و موج بدون انعكاس از مرز خارج مي نهايت به عقب مي بطور مصنوعي تا بي

  .كنيم استفاده مي BBCحل از شرط  ي در چهار طرف ناحيهمطابق شكل زير  1 ي در خانواده

  

  
 ي آرايه: بلور فوتوني كامل، چپ: راست ؛از مسايل بلورهاي فوتوني 1 ي سلول واحد مورد تحليل در خانواده -4شكل 

  .شود متناوب اعمال ميهر چهار سمت شرط مرزي  دو حالت در در. هاي مزدوج بلور فوتوني كاواك

  

  فلوكه داريم- بلوخ ي در اين حالت بر اساس قضيه

  )23(               ( ) ( ) ( )expA j A+ = − ⋅κ κr R R rκ  

  :توان سود جست زير مي ي پس براي اعمال شرط مرزي متناوب در دو بعد از دو معادله

  )1-24(                  ( ) ( ) ( )0, exp ,x x xA x y j L A x L yκ= = =κ κ  

  )2-24(                 ( ) ( ) ( ), 0 exp ,y y yA x y j L A x y Lκ= = =κ κ  
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شفاف در دو سو و از شرط مرزي  2 ي در خانواده .شوند در شكل بعد ديده مي) 24(ساير پارامترهاي 

داشته چنانچه محور تقارني هم وجود . توان استفاده كرد شرط مرزي متناوب در دو سوي ديگر مي

متقارن آن تحليل مسئله  ي باشد با اعمال شرط مرزي متقارن به جاي شرط مرزي شفاف در نيمه

  .تر خواهد بود تر و سريع ساده

  
  .اعمال شرط مرزي متناوب ي نمايش مرزها و نحوه -5شكل 

  

 
  .مزدوجهاي  موجبر كاواك: موجبر بلور فوتوني، چپ: ؛ راست2 ي نمايش دو مثال از خانواده -6شكل 

  

گردد، و در چهار سمت شرط  مود نقص يك كاواك بلور فوتوني محاسبه مي معمولاً 3 ي در خانواده

  .شود استفاده مي مزري شفاف
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نيز دو محور تقارن وجود دارند . شود اعمال مي 3 ي در خانوادهشرط مرزي شفاف در چهار سوي يك كاواك  -7شكل 

  .ممكن استكه استفاده از آنها براي كاهش حجم محاسبه 

  

در . انتشار و پراكنش از ساختارها مورد مطالعه است از مسايل بلورهاي فوتوني معمولاً 4 ي در خانواده

  .نياز داريم 8اين صورت باز هم به شرط مرزي شفاف در اطراف مثل شكل 

  

  
محور تقارن يك نيز . شود اعمال مي 4 ي موجبر بلور فوتوني در خانوادهشرط مرزي شفاف در چهار سوي يك  -8شكل 

  .ممكن استوجود دارد كه استفاده از آن براي كاهش حجم محاسبه 

  

  انواع منابع

الكترومغناطيس سازي انتشار موج در بلورهاي فوتوني لازم است كه منبعي براي توليد موج  براي شبيه

 4از ميدان اوليه و براي خانواده  معمولاً 3تا  1هاي  بدين منظور براي مسايل خانواده. داشته باشيم

در بخش  مثلاً(براي اعمال ميدان اوليه . اي يا منبع هويگنس استفاده نمود از منبع نقطه توان  مي

  :كافيست به شكل زير اقدام شود) الكتريكي

  )1-25(                     ( ); 0t −= =κE r 0  
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  )2-25(                    ( ); 0t −= =κH r 0  

  )3-25(                   ( ) 2
0 0; 0 expt α+ ⎡ ⎤= = − −⎣ ⎦κE r E r R  

0tسازي را از لحظه  سپس شبيه كه در مركز توزيع  R0 ي دقت شود كه نقطه .كنيم دنبال مي =+

 360°گيرد بايد در يك نقطه با تقارن كمينه باشد، يعني تنها نسبت به عمل دوران  گوسي قرار مي

هاي  تمامي مودهاي مختلف كه داراي تقارنميدان اوليه نسبت به شود كه  اين موجب مي. ناوردا باشد

اراي تصويري غير صفر باشد و در عمل ميدان گوسي در فضا بتواند تمام مودها را ممكن هستند د

 .پذير است ها امكانت رفتن برخي اطلاعات راجع به مودصورت امكان از دس در غير اين. نمايدتحريك 

به . اثر است مشروط به آنكه خيلي بزرگ يا كوچك نباشد در جواب بي نسبتاً αانتخاب پارامتر تضعيف 

eتوان  عنوان يك انتخاب نمونه مي Lα توجه شود كه امكان انجام محاسبه با كمك  .را برگزيد =

سينوسي و يا متناوب زماني نداشته  منابع وابسته به زمان نيز موجود است به شرط آنكه تابعيت كاملاً

  .تر است در هر حال استفاده از ميدان اوليه به مراتب آسان. باشند

  

اي اشاره  اي و يا غير نقطه ابع نقطهتوان به دو گروه من مي 4مورد استفاده در خانواده بع ادر مورد من

قطبش آن در امتداد عمود قرار  قطبي است كه معمولاً اي همان منبع دو بعد، منبع نقطه در دو. كرد

گيرد، و وابستگي زماني آن در حالت كلي سينوسي كامل و تك بسامد، و يا سينوسي كامل و تك  مي

بديهي است كه انتخاب دوم امكان تحريك . گردد گوسي در زمان انتخاب مي ي بسامد با يك بسته

و آورد، ولي براي تمام مودها الگوي تشعشعي يكسان  شماري را فراهم مي مودهاي با بسامدهاي بي

  .آيد مستقل از راستا بدست مي

  

منبعي داشته باشيم كه قادر  انعكاس يا گذردهي مواجه هستيم بايداي از نوع  هنگامي كه با مسئله

باشد تا امواج الكترومغناطيس را تنها در يك سمت بتاباند تا امكان عبور موج بازتاب را از خود فراهم 

ميزان انرژي  ي مجازي در پشت منبع و مشاهده ي با قرار دادن يك صفحهدر اين شرايط ). چرا؟(سازد 
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و يا روش (نام منبع هويگنس  . ساختار پي برد توان به ضريب انعكاس از عبوري بر واحد زمان مي

 . گردد به چنين دسته از منابع اطلاق مي) پراكنش ميدانِ -كامل ميدانِ

 

گوسي باشند، و مقطع فضايي  ي توانند در زمان سينوسي كامل و يا داراي بسته منابع هويگنس نيز مي

تخت يكنواخت، تخت گوسي، و يا تخت با تواند يكي از سه حالت رايج تر  آن بسته به نوع كاربرد مي

چون در عمل پياده سازي اين نوع از منابع داراي نكات و ولي . اي باشد مود انتشار موجبر تخت تيغه

  ].6[گذاريم  را به مراجع واميدر اين خصوص تر  بيشتوضيح هايي است  پيچيدگي
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  تمرين

)براي تابع دوبعدي  - 1 ) ( ),f f x y=r  و مستقل از سمت( ) ( )f f r≡r چنانچه ،

( ) ( ){ }( )F f=k r kF و( ) ( ){ }( )1f F−=r k rF زوج تبديلات فوريه باشند، ابتدا نشان   

)دهيد تبديل فوريه نيز مستقل از سمت است، يعني  ) ( )F F k≡k . سپس درستي روابط

 .زير را تحقيق كنيد
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
0

0

1 exp 2 J 2
2

F j f d r r kr f r drπ π
π

∞

= − ⋅ =∫∫ ∫k k r r 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
0

0

1 exp 2 J 2
2

f j F d k k kr F k dkπ π
π

∞

= + ⋅ =∫∫ ∫r k r k 

)را در بسط فوريه  naابتدا ضرايب : راهنمايي( ) ( )exp cos expn
n

ja a jnθ θ
∞

=−∞

= بدست  ∑

 .)آوريد

 .را تاييد كنيد) 2(درستي رابطه  ،1فوريه در تمرين -سلتبديلات بِزوج با كمك  - 2

 .را نشان دهيد) 14(درستي  - 3

1aεداريم ) 1(براي يك بلور فوتوني فلزي با سلول واحد مطابق شكل  - 4 و  =
2

21 p
b r

ω
ε ε

ω
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ي نشان دهيد مسئله .بسامد پلاسما ناميده ميشود pω، كه در آن 

 .قابل نمايش است) 10(هنوز به فرم استاندارد ) 14(غيرخطي  ي مقدارويژه

هاي مركزي  و مشتق Yeeرا در سه بعد بر اساس سلول ) 16(، ساير معادلات )21(همانند  - 5

 .گسسته نماييد

هاي متناهي چه  براي تحليل ساختار باند بلورهاي فوتوني مثلثي با كمك روش تفاضل - 6

سلول : راهنمايي. (پيشنهادي داريد؟ توجه كنيد كه سلول واحد ديگر اضلاع متعامد ندارد

  .)ديگري با دو نقطه در شبكه انتخاب نماييد
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  8بخش 

  و نقص در شبكه هاي عدديساير روش

  

هاي عددي متنوع هاي ياد شده در فصول گذشته روشدر تحليل بلورهاي فوتوني به غير از روش

اين بخش به تشريح و توضيح هر در . ديگري نيز وجود دارند كه هر يك داراي مزايا و معايبي هستند

  .پردازيمكدام از آنها مي

  

  . تفكيك نمود 1كلي مطابق نمودار شكل  ي توان به دو دستهبه طور كلي روشهاي عددي را مي

  

  

  

  .هاي عددي اصلي در روشدو گروه  -1شكل 
  

هاي عددي در حوزه بسامد هستند،  هاي عددي در حوزه زمان داراي تنوع كمتري نسبت به روش روش

توان به دو  مي 2زمان مطابق شكل  ي هاي حوزه از ميان روش. با پردازش موازي سازگارترند ولي عموماً

طور كه در فصل قبل  همان .شاره نمودهاي متناهي در زمان و المانهاي محدود در زمان ا روش تفاضل

هاي عددي در  روش
 بلورهاي فوتوني

هاي عددي در  روش
زمانيحوزه  

هاي عددي در  روش
بسامد ي حوزه  
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بيشتري نسبت به ساير بسيار  ي زمان احتياج به زمان محاسبه ي هاي حوزه روش هم ديديم معمولاً

  .دهند ها را بدست مي اي از طول موج گسترده ها دارند، ولي در عوض اطلاعات انتشار در طيف روش
  

  

  

  

  

 

  .زمان ي هاي عددي حوزه روش -2شكل 
  

از هاي انتشار يا پراكنش و پراش در طول موج خاصي باشيم، بايستي  چنانچه در جستجوي ويژگي

ميان روشهاي از . ابندي بسامد استفاده كنيم كه بدين منظور طراحي شده و بسط مي ي هاي حوزه روش

توان به دست كم پنج روش اصلي اشاره نمود كه در شكل بعدي مشاهده  بسامد مي ي حوزهعددي 

روش توابع ونير كه در فصل بعد بطور هاي مذكور در فصول قبل، و  روشدر اينجا به غير از  .شود مي

  .پردازيم هاي نامبرده مي به شرح مختصري از هر يك از روش تشريح خواهد گرديد، داگانهو ج مبسوط
  

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

  .بسامد ي هاي عددي حوزه روش -3شكل 

هاي عددي در روش  
زمانيحوزه

 (FDTD)تفاضلهاي متناهي در زمان 

 (FETD)هاي محدود در زمان  المان

هاي عددي در روش  
حوزه بسامد

 (PWE)بسط امواج تخت 

 (FDFD)تفاضلهاي متناهي در بسامد 

 (WFM)روش توابع ونير 

 (FEM)هاي محدود  المان

 (MMP)هاي متعدد  روش چندقطبي
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  هاي محدود  المان

  هاي محدود با آغاز از معادله موج بصورت در روش المان

)1(                  ( ) ( ) ( )rErrE 2

2

c
ωε=×∇×∇  

)و ضرب داخلي طرفين در تابع وزن دلخواه مانند  )W r گرين به  ي گيري با استفاده از قضيه و انتگرال

  ):1تمرين (رسيم  انتگرالي زير مي ي معادله

)2(            
2

2 0d d d
c
ω ε

Ω Ω ∂Ω
∇× ⋅∇× Ω− ⋅ Ω− ×∇× ⋅ =∫ ∫ ∫W E W E W E S  

اگر مرز به محيط رساناي الكتريكي يا  .باشد گر مرز آن مي نمايان Ω∂حل و  ي ناحيه Ωكه در آن  

كه اين بديهي است . انتگرال مرزي صرف نظر كرد ي آل ختم شود ميتوان از جمله مغناطيسي ايده

لازم است كه با  PMLخود (برقرار است  دقيقاً PMLبراي شرايط مرزي صفر، متقارن، و لايه شفاف 

  ).شرط مرزي ديگري محدود گردد

  

در ) دو ي يا مرتبه(حل به المانهاي محدود و اعمال تقريب تغييرات خطي  ي حال با تفكيك ناحيه

ياب مانند زير دست  بع روي مرزهاي آن به تقريبي درونتوان ضمن رعايت شرط پيوستگي تا مكان مي

  :يافت

  )3(                 ( ) ( ) ( )
1 1

M N

i i j j
i j

a f
= =

≈ =∑ ∑E r w r r v  

)كه در آن  )iw r ياب در هر المان و  توابع درونia ها  المانباشند؛ تعداد كل  ضرايب بسط آنها ميM 

چنانچه در . شوند داراي اشتراك هستند ها در رئوس خود كه گره ناميده مي اما المان. خواهد بود

)نشان دهيم، آنگاه  jvگره باشيم، و مقدار بردار ميدان در گره ها را با  Nمجموع داراي  )jf r   توابع

توان  حال با كمي محاسبه مي. هاي آن خواهد بود بسط ميدان نسبت به مقدار گرهياب مرتبط با  درون

  :گردد به دستگاه معادلات خطي زير تبديل مي) 3(ديد كه 
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  )4(                    [ ]{ } [ ]{ }aF
c

aQ 2

2ω
=  

]هاي  هاي ماتريس كه در آن درايه ]Q  و[ ]F اند در زير داده شده:  

  )1-5 (                  ∫Ω Ω×∇⋅×∇= dq jiij ww  

  )2-5 (                  ∫Ω Ω⋅= df jiij wwε  

]هاي  بر حسب بسامد قابل حل است و به خصوص با توجه به اينكه ماتريس) 4(دستگاه معادلات  ]Q 

]و  ]F  ها با دقت و سرعت خوب، حتي  تُنكُ هستند محاسبه مقادير ويژه يا وارون ماتريسعموما

  .ها زياد باشد، امكان پذير است هنگامي كه تعداد المان

  

، از )1(ساختار باند چون شرايط مرزي متفاوت است بهتر است به جاي معادله  ي اما براي محاسبه

) معادله هم ارز آن براي بسته موج بلوخ )κΦ r كه روي مرزهاي سلول واحد متناوب  استفاده شود

  :)چرا؟(است 

  )6(                    ( ) ( ) ( ) ( )exp j= = − ⋅κ κE r E r κ r Φ r  

  :آيد پس بدست مي

  )7(                    ( ) ( )[ ] κκ ΦΦκκ 2

2

c
jj ωε=×−∇×−∇  

  ):3تمرين (گردد  با كمك اتحاد گرين به فرم انتگرالي زير بدل مي كه مجدداً

  )8 (  
( ) ( )2

2

2

j d d j d

d
c

κ κ

ω ε

Ω Ω Ω

Ω

∇ − × ⋅∇× Ω− ⋅ Ω− ∇× ⋅ × Ω =⎡ ⎤⎣ ⎦

⋅ Ω

∫ ∫ ∫

∫

κ κ κ

κ

κ W Φ W Φ W Φ

W Φ
  

)مقدارويژه بصورت  ي به عنوان يك مساله) 8(اما حل  )ω ω= κ  با دقت و سرعت قابل توجه

 ي ساختار باند يك بلور فوتوني مربعي كه از آرايه ي نتايج عددي محاسبه 4در شكل . پذير است امكان

اند مشاهده  كه در محيط ميزبان هوا قرار گرفته 11گذردهي الكتريكي هاي مربعي با  دو بعدي استوانه
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هاي متناهي در زمان  رود تطبيق بسيار خوبي با نتايج روش تفاضل طور كه انتظار مي همان. شود مي

  .وجود دارد

  
  براي  ر زمانهاي متناهي د هاي محدود و مقايسه با تفاضل توسط روش المان )چپ( ساختار باند محاسبه شده -4شكل 

  ].1وεrod = 11 ]2و   a = 0.5L؛ در اينجا )راست(بلور فوتوني مربعي با سلول واحد مربعي 

 

محيط حل را به  براي اين منظور مجدداً. توان بكار برد هاي محدود را در زمان هم مي روش المان

با تفكيك ميدان به جزء  ضمناً. كنيم استفاده مي) 3(يابي  هاي محدود تفكيك كرده و از درون المان

  :ند آن به شكلزماني سريع و كُ

  )9(              ( ) ( ) ( )0, , expt t j tω=E r A r  

  :شود به شكل زير تبديل مي) 1(معادله 

  )10(               ( ) ( ) ( )
2

2
0 02 2

1 2 j
c t t

ε ω ω
⎡ ⎤∂ ∂

+ − = ∇×∇×⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦
r A r A r  

گردد كه  مي گيري زماني آن باز انتگرال ي هاي محدود در بسامد، به شيوه مانده با المان تنها تفاوت باقي

  :آيد از روابط مشتق زير بدست مي

  )1-11(                   
2

1 1
2 2

1 2n n n

t n tt t
+ −

= Δ

∂ ⎡ ⎤≈ − +⎣ ⎦∂ Δ
A A A A  
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  )2-11(                     1 11
2

n n

t n tt t
+ −

= Δ

∂ ⎡ ⎤≈ −⎣ ⎦∂ Δ
A A A  

  :لازم است) 10(براي حصول يك نسخه پايدار عددي هنوز تغيير كوچك ديگري در 

  )12(              ( )1 11 2n n n
t n t

β β β+ −
= Δ

⎡ ⎤≈ + − +⎣ ⎦A A A A  

0.25βحال با انتخاب  گيري  اين روش انتگرال. بطور غير مشروط پايدار خواهد بودعددي  ي نسخه ≤

  .نيز مشهور است نيومارك-βزماني به روش 

  

  هاي متناهي در بسامد تفاضل

در معادلات ماكسول  با آغاز از. كنيم تحليل مي بسامددر اين روش معادلات ماكسول را در حوزه 

)به فرم بسامد داريم و نمايش ميدانها  )j t ze ω β−  و الكتريكي  ميدانهاي مغناطيسي ي مولفهشش براي

  :خواهيم داشت

)1-13(                  0
z

x y
Ejk H j E
y

β∂
− = +

∂
  

)2-13(                  0
z

y x
Ejk H j E
x

β∂
− = − −

∂
  

)3-13(                     0
y x

z

E Ejk H
x y

∂ ∂
− = −

∂ ∂
  

)4-13(               0
z

r x y
Hjk E j H
y

ε β∂
− = +

∂
  

)5-13(               0
z

r y x
Hjk E j H
x

ε β∂
= − −

∂
  

)6-13(                    0
y x

r z

H Hjk E
x y

ε
∂ ∂

= −
∂ ∂

 

0 داريمكه در آن  0k ωμ=. هاي متناهي در زمان  تفاضل مانند حل را ي ناحيه مجدداً در اين حالت نيز

زمان  ها هم تنيده نيستند، زيرا ميدان ها درهم هاي ميدان اين فرق كه ديگر شبكه كنيم با مشبك مي

هاي الكتريكي و  جا براي حفظ پايداري تنها لازم است كه براي ميدان در اين .شوند تحليل مي
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و ) 13- 1(لذا براي مثال معادلات  .رو استفاده نماييم رو و پس هاي پيش مغناطيسي به ترتيب از تفاضل

  :شوند هاي زير تبديل مي به فرم) 6-13(

)1-14(         ( )0
( , 1) ( , ), ( , )z z

x y
E j l E j ljk H j l j E j l

y
β+ −

− = +
Δ

 

)2-14(            ( )0

( , ) ( 1, ) ( , ) ( , 1), y y x x
r z

H j l H j l H j l H j ljk E j l
x y

ε
− − − −

= −
Δ Δ

  

6M شته باشيم در كلتقسيم دا Nو  Mبه ترتيب  yو  xدر راستاي اگر  N×  و مجهولM N× 

 :آيد دست ميب ها مربوط به ميدانهاي  ماتريسبا تسطيح . گره خواهيم داشت

)15(                    ( ) { } 1
,x x MNM N

E j l E
××

→⎡ ⎤⎣ ⎦ 

  :داريم) 15(به فرم ها  مولفهساير با نوشتن 
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β

β

ε

ε

ε

××

××

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
− − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎣ ⎦

 

و قطري ) 16-2(مربوطه در سمت راست باشد، ماتريس همسانگرد محيط يك متناظر با  εاگر 

} هاي ماتريس ، وشود ميهمسانگرد  } , , ,rj j x y zε =    .يكسان خواهند بود  

  

}هاي  ماتريس توان به سادگي ديد كه مي }xu  و{ }xv قابل زير هاي دوقطري  ماتريس تبه صور

  :)4تمرين ( باشند ميتعريف 
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    )1-17(          { }

MNMN

MNMNx x
u

×

×

⎥
⎥
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⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦
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⎢
⎢

⎣

⎡

−
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−
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Δ
=

100000
110000
.....0
.....0
000110
000.011

1 

)2-17(             { }
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0 0 0 0 1 1

x MN MN

MN MN

v
x×

×

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥Δ ⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥

−⎣ ⎦

 

{ }yu  و{ }yv كنيم را به طور مشابه به صورت زير تعريف مي: 

)1-18(                 

1

1 0 . 1 . .
0 1 . . 1 .
. . 1 . . 11
1 . . . . .
. 1 . . 1 0
. . 1 . 0 1

M

yu
y

+

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−

⎡ ⎤ = ⎢ ⎥⎣ ⎦ Δ ⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥

−⎣ ⎦


������

 

    )2-18(                  

1
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M

yv
y

+

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−
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1Mدو عضو غير صفر در هر سطر و ستون هر بين جا  در اين با ادغام اين  .عضو فاصله است +

زير بدست  ي مقدار از حل معادله ويژه 3MN ي باشيم به اندازهبسامدها  ها، اگر به دنبال ويژه ماتريس

 :آيد مي

)19(                  { } { }[ ]{ }
2

1
2 HE C E

c
ω ε −= 
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 :بگرديم، خواهيم داشت βانتشار در فيبر نوري باشد و به دنبال  ي در صورتي كه مساله

)20(           { } { }
{ } { }

{ }
{ }

{ }
{ }

2

2 1 2 12 2

xx xy x x

y yyx xx MN MNMN MN

P P E E

E EP P
β

× ××

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

  

  :خواهيم داشتيا بطور هم ارز 

)21(         { } { }
{ } { }

{ }
{ }

{ }
{ }

2

2 1 2 12 2

xx xy x x

y yyx yy MN MNMN MN

Q Q H H

H HQ Q
β

× ××

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

 

  :هاي ضريب در سمت چپ به شكل ذيل وجود دارد پاسخي بين زيرماتريس توان ديد كه روابط هم مي

  )1-22(                     T
xx yyQ P=  

  )2-22(                   T
xy xyQ P= −  

  )3-22(                   T
yx yxQ P= −  

  )4-22(                     T
yy xxQ P= 

  

  هاي متعدد روش چند قطبي

آن مبتني بر رود و اساس  بكار مي هاي متعدد براي ساختارهاي دو بعدي عموماً روش چندقطبي

} ي زيردامنه Kحل به  ي تفكيك ناحيه } , 1iD i K= گاه ميدان كل را در هر ناحيه  آن. است "

  :گيريم بصورت جمع ميدان منبع و ميدان پراكنش در نظر مي

 )23(  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
1

Di

i i i i i i

N
D D D D D D
approx excitation scattered approx excitation l l

l
x ϕ

=

Φ = Φ + Φ =Φ + ∑r r r r r  

بر  ، كه مانند زير معمولاً چندقطبيشود ميدان پراكنش روي توابع پايه موسوم به  همانطور كه ديده مي

حسب توابع بسل نسبت به نقاط ثابتي 
lOr كنند،  ها عمل مي ها كه مانند مراكز استوانه در زيردامنه

  :گردد بسط داده مي و شوند نوشته مي

  )24(              ( ) ( ) ( ) ( )
( )

(1)
sin

,
cos

i i i

l

l lD D D
l l n l

l l

n
r H r

n

φ
ϕ ϕ φ κ

φ

⎧⎪= = ×⎨
⎪⎩

r  
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در اينجا داريم 
ll O= +r r rاي در  ها نسبت به مركز جداگانه ، به بيان ديگر هر مجموعه از چندقطبي

}زيردامنه  }iD شود نوشته مي.  

 

  در بلورهاي فوتونينقص 

خواهيم وجود نقص  ميدر اين قسمت . صحبت كرديمو كامل پيوسته بلورهاي فوتوني تاكنون در مورد 

نقص صفر (اي  توان آنرا به دو دسته كلي نقطه بسته به شكل هندسي نقص مي .را بررسي كنيم در آن

  .تقسيم نمود) نقص دو بعدي(اي  ، و يا صفحه)نقص يك بعدي(، خطي )بعدي

  

آنگاه در . الكتريك را يك اتم ناميد دي ي توان هر سوراخ يا استوانه در مقايسه با بلور الكتروني، مي

 كه  و يا اتمي  ،تواند نوعي ناخالصي باشد كه در شبكه جاي گرفته است اي مي قص نقطهنحالت عمومي 

 الكتريك يا جنس دي شعاع تغيير. شده يا از جاي خود حركت نموده استاز شبكه كريستالي برداشته 

 . ددگر مياي  نقطهنقص به هر نحوي باز هم منجر به ايجاد تقارن انتقالي شكست و يا 

 

بالا يا پايين  ي افزايش يابد، مود نقص نيز از لبه گردد تدريجاً تغييراتي كه منجر به ايجاد نقص مياگر 

اگر مود نقص از لبه بالاي گاف جدا شده باشد . كند درون گاف حركت ميه گاف فوتوني جدا شده و ب

ين گاف جدا شود پاي ي اگر مود نقص از لبهبه همين شكل . ناميم مي) Donor(گاه نقص را دهنده  آن

مود نقص ناشي از افزايش شعاع يك سوراخ بطور مثال  .ناميم مي) Acceptor(گاه نقص را پذيرنده  آن

شود، زيرا افزايش شعاع سوراخ هوا موجب  هوا در يك بلور فوتوني منجر به يك نقص پذيرنده مي

نقص شده و اين پديده موجب حركت نوارهاي  ي كاهش ضريب شكست ميانگين سلول دربرگيرنده

در  Mنقطه (پايين گاف  ي در نتيجه مود نقص از لبه. گردد فوتوني ساختار باند به بسامدهاي بالاتر مي

در شكل بعدي اثر تغييرات شعاع سوراخ هوا  .جدا شده و از نوع پذيرنده خواهد بود) بلور فوتوني مربعي

اگر نقص  .ن را در يك بلور فوتوني مربعي نمايش داده شده استالكتريك محيط ميزبا يا ثابت دي

  .ناميم اي ساده مي اي ناشي از ايجاد اختلال در تنها يك سلول واحد باشد آنرا نقص نقطه نقطه
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  .ايجاد مود نقص در بلور فوتوني اثر -5شكل 

  

ايجاد متعامد تبهگن د ودو مدر بلور فوتوني مربعي قادر است ساده  ي نقص دهندهيك در حالت كلي 

 Xاين پديده بدليل تشابه نقاط . متعامد استدوقطبي الگوي تشعشعي آنها به فرم دو  كه عموماًكند 

Xو  شوند؛ در واقع مود نقص دهنده  به يكديگر تبديل مي 90° در شبكه معكوس است كه با دوران ′

به طريق مشابه نقص گيرنده كه از  .است Xشود كه منطبق بر نقطه از لبه بالاي گاف فوتوني جدا مي

. قطبي است عموما داراي يك مود نقص غيرتبهگن با الگوي تشعشعي تك جدا ميشود Mنقطه

چنانچه نقص خيلي اختلال بزرگي در شبكه ايجاد كرده باشد امكان حضور تعداد بيشتري از مودهاي 

تجاوز  2تبهگني مودهاي نقص بلورهاي فوتوني دوبعدي از  ي جهنقص خواهد بود اما به هر حال در

  .نخواهد كرد

  

يك بعد شكل . اي را در نظر گرفت ي نقطهها نقصخطي از  ي توان يك آرايه به عنوان نقص خطي مي

بر،  در اين موج. دهد ايجاد شده است را نشان مي ΓΧتهي در راستاي جاي  ي دنبالهبر كه از يك  موج

در ساختار  ياضاف نوار) يا چند(يك آن تقارن انتقالي در راستاي عمودي به هم خورده است و به جاي 

بري  اگر باندهاي اضافي در گاف فوتوني قرار بگيرند آنگاه تبديل به يك باند موج. شود ميايجاد باند 

  .كند بر بدون نشت به خارج آن فراهم مي انرژي نوراني را در درون موجخواهد شد كه امكان هدايت 

  

1
0r
−  

Hω  

Lω  

1r−  

defectε  ε

ω

Donor→Acceptor ←
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ΓΧ

→  

هنوز در يك بعد انتقالي است كه تناوب آن وجود دارد دار  معنيباند اصلي آنكه هنوز ساختار دليل 

زوج و فرد وجود هاي با تقارن دوم ي شاخهبر احتمال ايجاد هر دو  در يك موجبه طور كلي . برقرار است

بر  مود شدن موج تكبراي گاهي . استزوج داراي تقارن كوچكتر  اصولاً شاخه با بسامدهاي دارد كه

  . داخل گاف به بيرون راند تا در درون گاف تنها يك شاخه وجود داشته باشدد فرد را از وبايد م

  

  

  

  

  

  .بر ساده در بلور فوتوني دو بعدي مربعي موج -6شكل 

  

زير استفاده سه مكانيسم يكي از برهاي بلور فوتوني از  اما از نظر چگونگي انتشار در موجبر، موج

  :دنكن مي

  بازتاب كلي داخلي - 1

  بازتاب از گاف فوتوني  يابازتاب براگ  - 2

  مزدوجهاي  كاواكتزويج از طريق  - 3

در اين مدل . معروف است CROW (Coupled Resonator Optical Waveguide) روش سوم به

 بسامدبه تنهايي كاواك هر . عامل تشكيل باند استها  همانطور كه خواهيم ديد تزويج بين كاواك

. شود هاي ديگر به ميزان اندكي دچار تغيير مي كاواككه در مجاورت  ،دارد 0ω تشديدي مانند

با سرعت گروه خيلي كم ايجاد  نواري ها شماري از كاواك اين تغييرات براي تعداد بي ي مجموعه

همواره در درون گاف  CROWلازم به ذكر است كه باند  .موسوم است CROWكند كه به باند  مي

هاي مجاور  به كاواكخيلي آهسته ها  كاواكانرژي درون  شاربه هنگام انت ).چرا؟(شود  فوتوني واقع مي
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مود نقص هر كدام از اگر در بلور فوتوني مربعي . شود تزويج ميكاواك بعدي كند و به  نشت مي

بدون اتلاف درجه نيز  90توان خم  مي ،باشديا چهارقطبي قطبي  تكها به تنهايي داراي تقارن  كاواك

  . ايجاد كرد
  

  
  هاي مزدوج در يك بلور فوتوني مربعي؛  ك بر كاوا موج  -7شكل 

  .جدايي ميان هر دو نقص متوالي برابر دو ثابت شبكه است ي فاصله

  

در . كنيم نامگذاري مي iaدامنه ميدان الكتريكي يا مغناطيسي را  ،بدست آوردن سرعت گروهبراي 

  :حالت بدون اتلاف داريم

)25(                   i
i aj

dt
da

0ω=  

 :ولي در حالتي كه اتلاف داريم خواهيم داشت

)26(                    ( )0 1 12
i

i i i i
da j a a j a a
dt

αω γ + −= + + + 

، كاواك باشدمنفي  αاگر. يابد رت نمايي كاهش ميبه صو αبيشتر باشد  كاواكهر چه فاصله دو 

، كاواك كناري در فاز است مثبت α، و بر عكس هنگامي كه گيرد كناري در فاز مخالف قرار مي

لزوما بدليل تناوب مكاني در راستاي داشته باشيم، اگر موج منتشر شونده . خواهد داشتقرار  يكسان

 :توان نوشت ميبنابراين خ باشد، و وموج بلبه فرم بايد انتشار 

  )27(                        1
j mL

i ia a e κ
± = ∓

  
كند؛ به  مضرب ثابت شبكه است كه فاصله دو كاواك را معين مي mثابت شبكه و  Lدر رابطه فوق 

 :فوق خواهيم داشت ي گذاري در رابطه جاي باحال . m=2داريم  7عنوان مثال در شكل 
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Lω  

( )ω κ  

0α >  
Hω  

0ω

0 π Lκ

0α <

)28(                 ( ) ( )0 cosi
i

da j j mL a
dt

ω γ α κ= + +⎡ ⎤⎣ ⎦ 

 :)چرا؟( پاشندگي به شكل زير ظاهر خواهد شد ي كه در آن صورت رابطه

    )29(               ( ) ( )0 cos mL jω κ ω α κ γ= + −⎡ ⎤⎣ ⎦ 

  

  

  

  

  

  .براي دو حالت مختلف CROWباند  -8شكل 

  

0Hωدر شكل بالا  ω α= 0Lωو  + ω α=  :است و براي سرعت گروه خواهيم داشت −

)30(                     ( )singv mL mLω α κ
κ
∂

= =
∂

  

 عبارتست از CROWگروه در باند سرعت  ي بيشينه نتيجهدر 
maxgv mL α=.  
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  تمرين

 .گرين تحقيق كنيد ي ، اتحادهاي برداري و قضيه)1(را با استفاده از ) 2(درستي  - 1
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را نشان دهيد، و از آنجا به طريق مشابه با ) 7(درستي ) 6(با استفاده از تعريف موج بلوخ  - 2

 .را بدست آوريد) 8(قبل،  ي مساله

ها را  هاي ميدان هاي متناهي در بسامد معادلات تفاضلي مربوط به ساير مولفه در روش تفاضل - 3

 .بنويسيد) 14(همانند 

 .را تحقيق نماييد) 18(و ) 17(صحت روابط  - 4

عناصر  .مقادير اين دو ماتريس با هم برابر هستند برقرار است و ويژه) 22( نشان دهيد روابط - 5

}ماتريس  }xxP را بدست آوريد. 

را براي حالتي كه شرط مرزي بلوخ به جاي شرط مرزي صفر حاكم است ) 18(و ) 17(روابط  - 6

 .بازنويسي نماييد

فوتوني دوبعدي الكتريك يك بلور  مود نقص ناشي از افزايش يا كاهش شعاع و يا ثابت دي - 7

 الكتريك در ميزبان هوا از كدام نوع دهنده يا پذيرنده است؟ چرا؟ هاي دي مربعي با استوانه

اتلاف با ابعاد نامحدود يك كاواك تك مود با الگوي  فرض كنيد در يك بلور فوتوني مربعي بي - 8

 :ايم مطابق شكل زير ايجاد كرده ω0تشعشعي تك قطبي، و با بسامد تشديد 

 

تزويج ) m=3مانند شكل زير با (ثابت شبكه فاصله از هم  mاگر دو كاواك مانند فوق را با 

  باشد آنگاه بسامد و الگوي تشعشعي مودهاي كاواك جديد چيست؟ αmكنيم و آهنگ تزويج 

  

)فرض كنيد  )ζαα mm −= exp0  0كه در آنα  وζ ثابت هستند.  
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  9بخش 

  شده و توابع ونير هاي تزويج موجبر كاواك

  

خواهيم بر اساس مدلي كامل تر از آنچه در فصل قبل ديديم  CROW به آناليزابتدا در اين بخش 

قرار خواهند گرفت، و سپس توابع بررسي مورد دو حالت تبهگن و غير تبهگن بطور جداگانه . پرداخت

  .ونير را براي تحليل بلورهاي فوتوني معرفي خواهيم نمود

  

   غير تبهگنحالت 

ميدان الكتريكي موج فرض كنيد به دنبال . د هستندوتك م ها شود كه كاواك فرض ميدر اين حالت 

پذيريم كه يك كاواك منفرد و منطبق بر  ابتدا مي. گرديم شود مي منتشر مي κ عدد موج بلوخكه با 

)مبدا مختصات داراي الگوي تشعشعي  )vE r توان ديد كه بسط زير داراي  آنگاه به سادگي مي. باشد

  :هاي يك موج بلوخ است ويژگي

)1(               ( ) ( )
n

jne n xv
κ

κ
− Λ≅ − Λ∑E r Ε r 

mLΛ، و در آن ها از يكديگر نوشته شده است فوق به شرط دور بودن كاواك ي رابطه دو  ي فاصله =

 :توان رابطه عملگري زير را نوشت بنابراين مي. كاواك متوالي است
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)2(                ( ) ( )ˆ jx e κ
κ κ κ

− Λ
Λ = + Λ =E E r E rT 

  :در نظر بگيريدرا  CROWموج حاكم بر  ي حال معادله

)3  (                [ ] ( )
2

2r cκ κ
ωε∇× ∇× =E r E  

)كه در آن  )rε r  الكتريكي گذردهيCROW يك كاواك منفرد خواهيم به طور مشابه براي  .است

  :داشت

)4(                [ ] ( )
2

2v r vc
νξ∇× ∇× =Ε r Ε 

)كه در آن  )rξ r  يك كاواك منفرد و نفوذپذيري الكتريكيν براي نيز . ستبسامد تشديد آن ا

 .كند از شرط نرماليزاسيون تبعيت مي vكاواك در بسامد د وكنيم كه ويژه م سادگي فرض مي

)5  (               ( ) ( )
2 2

AllSpace

1r v d rξ =∫ r Ε r 

را در آن  )1( نظر گرفته و جواب تقريبيرا در ) 3( معادله مربوط به تحليل ميدان الكتريكياكنون 

 :كنيم جانشين مي

)6 (    ( ) ( ) ( )
2

2
ˆ ˆjn jn

v r v
n n

e n x e n x
c

κ κωε− Λ − Λ⎡ ⎤∇× ∇× − Λ = − Λ⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑Ε r r Ε r 

  :آيد بنابراين بدست مي 

  )7 (      ( ) ( ) ( ) ( )2 2ˆ ˆ ˆjn jn
v v r v

n n

e n x n x e n xκ κν ξ ε ω− Λ − Λ− Λ − Λ = − Λ∑ ∑r Ε r r Ε r 

كاواك تنها ك بسامد تشديد و ثابت ي v لياست و κتابعي از  ωكه در روابط فوق توجه نماييد 

)طرفين را در سپس  .باشد مي )v
∗Ε r گيريم كرده و انتگرال مي داخلي ضرب: 

)8(           
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
2

2

2 2

2 2

ˆ ˆ

ˆ

jn
v v v

n R

jn
r v v

n R

e n x n x d r

e n x d r

κ

κ

ν ξ

ω κ ε

− Λ ∗

− Λ ∗

− Λ ⋅ − Λ =

⋅ − Λ

∑ ∫

∑ ∫

r Ε r Ε r

r Ε r Ε r
  

 nβو  nαبا تعريف دو پارامتر در مرحله بعد 

      )1-9 (               ( ) ( ) ( )
2

2ˆn r v v
R

n x d rα ε ∗= ⋅ − Λ∫ r Ε r Ε r 
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)2-9 (              ( ) ( ) ( )
2

* 2ˆ ˆn v v v
R

n x n x d rβ ξ= − Λ ⋅ − Λ∫ r Ε r Ε r 

0nبراي  0βو  0αو   :آنها خواهيم داشت =

      )1-10 (               ( ) ( )
2

2 2
0 r v

R

d rα ε= ∫ r Ε r 

)2-10 (               ( ) ( )
2

2 2
0 v v

R

d rβ ξ= ∫ r Ε r 

 ):چرا؟(بديهي است كه داريم 

)11 (             ( ) ( ) ( )
2

2 2
0 1 1r v

R

d rα ε ξ α= + − + Δ⎡ ⎤⎣ ⎦∫ r r Ε r 

 :زير نوشت تر را به شكل ساده )8( توان رابطه اكنون مي

)12 (                ( )2 2

0 0
1 1jn jn

n n
n n

e eκ κν β ω κ α α− Λ − Λ

≠ ≠

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ = + + Δ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑ ∑ 

  :ضعيف فرض كنيم، خواهيم داشتبسيار را  ي غير مجاورها بين كاواك تزويج در صورتي كه 

    )1-13(                     0, 1n nα ≈ >  
)2-13 (                      0, 1n nβ ≈ >  

 :شود به شكل زير ساده مي) 12( ي پس رابطه

)14 (      ( )2 2
1 1 1 11 1j j j je e e eκ κ κ κν β β ω κ α α α− Λ Λ − Λ Λ

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + ≈ + + + Δ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ 

1با در نظر گرفتن اكنون  1α α∗
1و  =− 1β β ∗

  :واهيم داشتاتلاف خ براي محيط بي =−

)15 (              ( ) { }
{ }

12 2

1

1 2Re

2Re 1

j

j

e

e

κ

κ

β
ω κ ν

α α

− Λ

Λ

+
=

+ + Δ
  

زير ) و تقريبي(استاندارد توان به شكل  رابطه فوق را ميكه نشان دهيد توانيد  مي 5با كمك تمرين 

  :نوشت

)16(                       ( ) ( )0 1 cosω κ ν χ χ κ+ Λ⎡ ⎤⎣ ⎦  
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  حالت تبهگن

ساده بلور هاي  در كاواك. باشندگانه  Nبا  تبهگني  بسامد تشديدها داراي يك  فرض كنيد كه كاواك

در برخي موارد . نيست 2تبهگني بزرگتر از  ي معمولا درجهفوتوني همانطور كه قبلا هم اشاره كرديم 

به  .غير تبهگن باشدباقي تبهگن و برخي د داشته باشد كه ومبيش از يك ممكن است كه كاواك اما 

 :شود معادله در حالت تبهگن به شكل زير نوشته ميهر حال 

)1-17 (            ( ) ( ) ( )
2

2l r lc
ωε∇× ∇× = Ε⎡ ⎤⎣ ⎦Ε r r r 

)2-17(                   ( ) ( )
1

ˆ
N

jn
l l

n l

b e n xκ
κ

− Λ

=

= Ε − Λ∑∑E r r 

1lكه  N= كنيم كه  حال بدون از دست رفتن كليت مسئله فرض مي. تبهگن استمود  ي شماره

مودهاي تبهگن متعامد هستند، زيرا در حالتي كه حتي تعامد هم برقرار نباشد همواره تبديلي وجود 

 :در هر صورت داريم. متعامد بسازد ي دارد كه از آنها يك پايه

  )18 (            ( ) ( ) ( ) 3

AllSpace
r l l lld rξ δ∗

′ ′⋅ =∫ r Ε r Ε r  

 :انجام عملياتي مشابه حالت غير تبهگن خواهيم داشت حال با

)19(    ( )2 2

0 0

n jn n jn
l ml ml l ml ml ml

l n l n
b e b eκ κν δ β ω κ δ α α− Λ − Λ

≠ ≠

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ = + Δ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑ ∑ ∑ ∑ 

  :كه در آن داريم

)1-20(                ( ) ( ) ( ) ( )
2

2
ml r m l

R

d rα ξ ε ∗Δ = − ⋅⎡ ⎤⎣ ⎦∫ r r Ε r Ε r 

)2-20(             ( ) ( ) ( )
2

* 2ˆn
ml m l

R

n x d rα ε= ⋅ − Λ∫ r Ε r Ε r 

          )3-20(            ( ) ( ) ( )
2

* 2ˆ ˆn
ml r m l

R

n x n x d rβ ξ= − Λ ⋅ − Λ∫ r Ε r Ε r 

  با كمك تعاريف 

)4-20(              
0

n jn
ml ml ml ml

n
a e κδ α α − Λ

≠

⎡ ⎤= + Δ +⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ 
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)5-20(              
0

n jn
m l ml ml

n
c e κδ β − Λ

≠

⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ 

 :توان به شكل زير نوشت را مي )19(سازي  بعد از سادهو 

     )21(                       [ ] { } [ ] { }2 2a b v c bω = 

  :يا

  )1-22(                       [ ]{ } ( ){ }2M b bω κ=  

)2-22(                      [ ] [ ] [ ]12
N N

M v a c−

×
  

شاخه است كه برابر با درجه تبهگني  Nداراي تعداد  تبهگن اصولاً CROWباند دهد  كه نشان مي

  .آن است ي دهنده شكل مودهاي

  

  توابع ونيرآناليز بلورهاي فوتوني با كمك 

ابتدا در فيزيك حالت جامد پا به  WFM (Wannier Functions’ Method) روش توابع ونير ي ايده

كار با . ظهور گذارد، ولي تا اواخر قرن بيستم كاربرد آن در بلورهاي فوتوني به تاخير افتاد ي عرصه

  :توابع ونير داراي مزاياي زير است

 .گردد ميمحاسبات و سرعت دقت موجب بهبود قابل توجه در توابع ونير كار با  - 1

 .سر و كار داردابع متناوب توطور ذاتي با توابع ونير به  - 2

 .شود در فضاي اصلي انجام ميمحاسبات به جاي شبكه معكوس  - 3

  .فرمولاسيون توابع ونير از نظر رياضي دقيق است - 4

هر  ي تنها دشواري كار با توابع ونير آن است كه براي يك بلور فوتوني ميزبان مورد نظر قبل از مطالعه

متاسفانه توابع  .و ذخيره نمود را بدست آوردبلور فوتوني مادر توابع ونير آن بايستي ، تار دلخواهساخ

توان با افزودن يك شرط كمكي در محاسبه به توابع منحصر به  ونير منحصر به فرد نيستند ولي مي

  .فرم و بهينه از نظر پراكندگي فضايي رسيد
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  :الكتريكي در دو بعد را در نظر بگيريدقطبش حال 

)1-23(                 
2

2
2 ( ) ( ) 0zE

c
ω ε⊥

⎡ ⎤
∇ + =⎢ ⎥
⎣ ⎦

r r  

)2-23(                      
2 2

2
2 2x y⊥

∂ ∂
∇ = +

∂ ∂
  

ˆكه در آن  ˆxx yy= +r با توجه به رابطه عملگري زير . دوبعدي است بردار جابجايي  

  )24(                       2
0E z zE k E=L  

0kكه در آن  cω= كامل جابجايي با عملگر  ي براي يك شبكهايم  است، همانطور كه قبلا ديده

  :برقرار استانتقال 

)25(                         , 0E pq⎡ ⎤ =⎣ ⎦L T  

  :شود عملگر انتقال به شكل زير تعريف ميدر اينجا 

)1-26(                   pq pq→ +r r RT  

)2-26(                        pq p q= +R a b                             

)بديهي است كه طبق تعريف داريم  ) ( )pqε ε=r rT . توان به  ميدان الكتريكي را مي ي مولفهبنابراين

  :خ نوشتوشكل تابع بل

      )1-27(                     ( ) ( ) , 1j
n nE e nφ− ⋅= ≥κ r
κ κr r 

       )2-27(                  ( ) ( )pq n nφ φ=κ κr rT                             

  :پس داريم .استباند در ناحيه بريلويين اول  ي گر شماره نمايان nزيرنويس ) 27-1( ي در رابطه

)28(                                                 ( ) ( ) ( )exppq n pq nE j E= − ⋅κ κr κ R rT  

)اما  )nE κ r  سازند را ميمتعامد توابع يك دسته:  

)29(          ( ) ( ) ( ) ( )
2

2
n n nn

R

E E d rε δ δ∗
′ ′ ′ ′= −∫∫ κ κr r r κ κ  

  .اند واقع شدهن ياول بريلوي ناحيهدر  κ′و  κكه 
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) توابع ونير را با نماد )nW R r  هيچ گونه  شود همانطور كه ديده مي ودهيم  نشان ميدر فضاي اصلي و

)از سوي ديگر . ندارد κ بردار موج بلوخ وابستگي به )nW R r باند ي شماره تابع n نقاط  ي مجموعه و

pq≡R شبكه R 1[ شود به شكل زير تعريف ميكه  ،هستند[:  

)30(          ( )
( )

( ) ( ) 2
2

BZ

exp
2

UC
n n

VW j E d κ
π

⋅∫∫R κr κ R r  

  :توابع ونير داراي خواص زير هستندتوجه شود كه 

)             )تعامد(    )1-31( ) ( ) ( )
2

2
n n nnW W d rε δ δ∗

′ ′ ′ ′

ℜ

=∫∫ R R RRr r r  

)       )تقارن انتقالي(    )2-31( ) ( ) ( )n n nW W W= − ≡ −R 0r r R r R  
)      )پذيري خاصيت وارون(  ) 3-31( ) ( ) ( )expn nE j W= − ⋅∑κ R

R

r κ R r  

) در صورت داشتن تقارن مركزيو بالاخره  ) ( )ε ε= −r rاين توابع حقيقي هستند ،:  

)        )حقيقي بودن به شرط وجود تقارن مركزي(    )4-31( ){ }Im 0nW =R r

    

) 30(، زيرا در تعريف خ منحصر به فرد نيستندوتوابع ونير به علت منحصر به فرد نبودن توابع بل

)توان يك فاز حقيقي  مي )θ κ  وابسته به بردار موج بلوخ را در هر موج به فرم زير ضرب كرد، بدون

  :نمايدتغيير ) 29(آنكه شرط تعامد 

  )32(         ( )
( )

( ) ( ) ( ) 2
2

BZ

exp exp
2

UC
n n

VW j j E dθ κ
π

⋅⎡ ⎤⎣ ⎦∫∫R κr κ κ R r  

)پذيري تعيين فاز  عدم امكان )θ κ گردد كه نه تنها توابع ونير منحصر به فرد نباشند، بلكه  وجب ميم

بگيرند كه تعداد بسياري سلول واحد را  اي را حول مبدا در بر توزيع فضايي احيانا بسيار گسترده

ترين  متراكمابع ونير وكه با كمينه كردن آن تشود  ميي تعريف كتابعبراي رفع اين مشكل . پوشاند مي

  ]:2[اين تابعك عبارتست از . فرم ممكن را حول مبدا اتخاذ نمايند

)1-33(                       22

1

WN

n
n n

r
=

Ω −∑ r  
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WNكه در آن 
 

  مورد نيز در محاسبات، و همچنينهاي بسامد نوارتعداد 

     )2-33(              ( ) ( )
2

22 2 2
r nn

R

r r W d rε∫∫ Rr r  

)3-33(                   ( ) ( )
2

2 2
r nn

R

W d rε∫∫ Rr r r r  

تابع ونير اول  چند 1در شكل  .شوند تر مي تر باشد توابع ونير فشرده كوچك Ωهر چه بديهي است 

  .اند يك بلور فوتوني مربعي محاسبه و ترسيم گرديده

 

  
  .]1[ الكتريك در هوا هاي دي بلور فوتوني مربعي با استوانههاي مختلف نوارمتعلق به شماره تابع ونير  چند -1شكل 
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  تمرين

بدست  m=2را براي ساختار زير با  CROWاز فصل قبل باند  8 ي هاي مسئله اساس دادهبر  - 1

 .است تعميم دهيد m>2نتيجه را براي حالتي كه . آوريد

 
,0داشته باشيم  8 ي اگر در مسئله - 2 2m mα = )ساختار باند دوبعدي  ، آنگاه< )κω  را براي

 (Coupled Photonic Crystal Resonator Array)هاي بلور فوتوني  مسطح كاواك ي آرايه

CPCRA زير محاسبه كنيد. 

 
 .خواص توابع ونير را اثبات كنيد تمامي - 3

، و از روي آن معياري بدست آوريد CROWمتوالي را در يك نرخ تبادل انرژي بين دو كاواك  - 4

 . بدست آوريد CROWبراي تخمين سرعت حركت انرژي در 

1χو  0χرا تحقيق كنيد و ) 16(درستي  - 5   .را بدست آوريد 

 ي درجه، و قابل بكار بردن باشند) 13(هاي  چنانچه تقريب) 20- 3(الي ) 20-1(در تعاريف  - 6

را بدست آورده و  CROWباند ) 22( ي ويژهضمن حل مسئله مقداربرابر دو باشد،  Nتبهگني 

 ؟خواهيم داشت CROWدر باندهاي چند شاخه . بدل كنيد) 16(به فرم استاندارد مشابه 
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,مود و هر مود داراي درجه تبهگني  Mكاواكي را در نظر بگيريد كه داراي  - 7 1mN m M= 

1mNبديهي است كه . باشد مي  اين كاواك در مجموع داراي چند مود است؟ . ≤

 Λو با فاصله  6 ي هاي مسئله اي از كاواك كه از زنجيره CROWرا براي يك ) 22(رابطه  - 8

 .بدست آوريد ساخته شده است مجدداً
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  10بخش 

  مودها تحليل ساختارهاي بلور فوتوني با توابع ونير و ويژه

  

و سپس  ]1[ پردازيم مي تحليل شبكه داراي نقص بوسيله توابع ونيردر اين فصل به بررسي چگونگي 

توابع  ساير مزاياياز جمله . ]2[ فوتوني را مطالعه خواهيم نمودهاي مودهاي بلوخ در بلورهاي  ويژگي

   :كردتوان به موارد زير اشاره  مي ونير

  ها ماتريسهمگرايي سريع و يكنواخت در محاسبات بر حسب ابعاد  - 1

  كاربرد آسان در مدارهاي بلور فوتوني - 2

   توانايي محاسبه مودهاي انتشاري، ميرا، و نشتي - 3

  هاي باند حتي در لبهدر محاسبات عددي دقت حفظ  - 4

  باندهاي تبهگنقابليت محاسبه  - 5

  

 فرض كنيد يك نقص در شبكه به صورتو  در دو بعد را در نظر بگيريدقطبش الكتريكي حالت ابتدا 

) اختلال موضعي در تابع گذردهي الكتريكي بصورت )rδε r ي معادله ستيباي. اشداعمال شده ب 

  :تحليل كنيم شود، مشخصه را كه به شكل زير ظاهر مي
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  :دهيم تابع ميدان الكتريكي را روي توابع ونير بسط ميحال 
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nEبردار شبكه،  Rباند،شماره  nدر آن كه  R  ضرايب بسط، و( )nW R r حال  .باشند توابع ونير مي

  :دهيم مشخصه قرار مي ي ميدان الكتريكي را در معادله
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)طرفين رابطه را در  )nW ∗
′ ′R r گيريم و سپس روي كل فضاي دوبعدي انتگرال مي كنيم ضرب مي:  
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   تعامد ي رابطهبا توجه به 
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  و تعريف
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  :شود به شكل زير ساده مي )4( ي رابطه
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  :در آن داريم كه
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R
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 هاي محدود همانند روش المان شوند، ي كه در توابع ونير تشكيل مييها بايد در نظر داشت كه ماتريس

اين موجب افزايش سرعت همگرايي و دقت عددي در محاسبات  .قطري هستند قطري يا تقريباً

  :كنيم تعريف توابع ونير را در رابطه فوق جانشين ميحال . شود مي
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  :كنيم مزدوج تابع ونير را نيز جايگزين مي
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  :)چگونه؟( شود به فرم زير ساده مي) 10(توان ديد كه  حال به سادگي مي
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  ).1تمرين (تر نمود  توان به ميزان قابل توجهي ساده را هنوز مي) 7(بنابراين سمت راست معادله 

  

كنند تا براي برخي محاسبات خاص اين انتگرال را  ايجاد مي ميدان روي توابع تبديليگاهي اوقات 

  :زير را در نظر بگيريد تبديل. تر بنويسيم كلي
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  :روابط بالا به شكل زير تغيير خواهند كرددر نتيجه 
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nnAبا توجه به روابط پيشين براي  ′
′RR خواهيم داشت:  
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  تبديل يكاني

  :تبديل زير را در نظر بگيريد

)15(                      ( ) ( ) ( )n mn m
m

E u E=∑κ κr κ r  

 :يك ماتريس هرميتي است mnuكه در آن 

)16 (                    †
mn nm mnu u u∗= =  

  .شود به شكل زير ظاهر مي Aاگر از اين تبديل استفاده كنيم ماتريس 
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  :است نكات زير قابل توجهدر اينجا 

nnAهاي ماتريس  المان - 1 ′
′RR  وقتي كه′−R R كنند، بنابراين  بزرگ است به سرعت افت مي

nnA ′
′RR  خواهد بودهمچنين متقارن و مثبت . شود ميبه طرز موثري قطري كاملا.  

2 - nnD ′
′RR  است تُنكُيك ماتريس هرميتي و.  

nnA براي ساختار متقارن معكوس - 3 ′
′RR و nnD ′

′RR ي حقيقي هستنديها ماتريس.  

اعمال يك تبديل يكاني تاثيري بر جواب ندارد، ولي ما بدنبال آن تبديل يكاني  توجه نماييد كه اصولاً

پراكندگي آنها را در مكان همانطور كه قبلا اشاره كرديم به زمان هم هستيم كه  از توابع ونير بطور هم

بدون تغيير دادن الگوريتم و يا كاهش  بندي لذا با گنجانيدن اين تبديل در فرمول. حداقل برساند

  .توان به جواب صحيح دست يافت سرعت اجرا مي

  

  د تك نقصوم

  :نظر بگيريددر شبكه به شكل زير در ساده يك تك نقص حال 

   )1-18(                   ( )( )rδε ε= Δ Θr r  

)2-18(              ( )
0 inside defect
1 outside defect
⎧

Θ = ⎨
⎩

r  
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nnDدر اين حالت  ′
′RR  شود ميساده به شكل زير:  

     )19 (             ( ) ( ) 2

defect
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n nD W W d rε′ ∗

′ ′ ′= Δ ∫∫RR R Rr r  

nnAماتريس دانستن پارامترهاي بلور فوتوني با  ′
′RR توان اين دستگاه  شود، بنابراين مي نيز مشخص مي

  :معادلات را تشكيل داد
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  .كننده در بسط هستند تعداد باندهاي شركت WNاينجادر 

  

  ها نقص ي آرايه

  :به شكل زير در نظر بگيريداي در حالت قبل را  نقطهي ها از نقص  يك آرايهدر قسمت بعد 
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δε ε= Δ Θ∑r r - R  

nnDمشخصه آنرا تشكيل دهيم براي  ي اگر معادلهحال . ط شبكه هستندانق mR در اينجا ′
′RR  خواهيم

  :داشت
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nnBبا تعريف  ′
′RR  به شكل زير  
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  :)چرا؟( خواهيم داشت
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D Bε′ ′
′ ′= Δ ∑RR R-R R -R  

اين بدان  .بوداي از نواقص خواهيم  بنابراين اگر مساله تك نقص حل شود، قادر به حل كردن آرايه

ها كه بصورت دلخواه در صفحه قرار  معني است كه از نظر عددي حل يك كاواك يا تعدادي از كاواك
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العاده  اين امتياز فوق. اند توسط توابع ونير به يك ميزان پيچيدگي الگوريتمي و عددي دارد گرفته

  .گردد متناوب نتيجه مياز سازگاري ذاتي آنها با محيط  و باشد برجسته كار با توابع ونير مي

  

پس . سازند مي xدر راستاي  CROWيا بلور فوتوني بر  موجها يك  نقص ي كه آرايهفرض كنيد حال 

 :داريم
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nnDكافي است كه ماتريس  ′
′RR آنرا بسازيم:  
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nnMاگر ماتريس  ′
′RR را به شكل زير تعريف كنيم:  
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  :مشخصه زير خواهيم رسيد ي به معادله
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} 3را با تسطيح  تانسور رتبه  بندي توان فرمول اظ جبري مياز لح }nE R تر كرد كل زير سادهبه ش:  
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  :به شكل زير است mR شوند، و اي است كه در محاسبه وارد مي تعداد نقاط همسايه RN كه در آن

   )30(                    0 ˆ ˆm m x jLy+ Λ +R R  

nnMتانسور توان  مي ′
′RR  پس از تسطيح به يك ماتريس مربع راR W R WN N N N×  به شكل زير به

  :هاي كوچكتري تفكيك نمود زيرماتريس
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i j i jM M M M′
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  :كنيم خ را پيدا كنيم، ماتريس زير را تعريف ميوامواج بلحال اگر بخواهيم 
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Waveguide1

Waveguide 2
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  :روش ماتريس انتقال تعميم يافته خواهيم داشت ازبا استفاده 

)33(                        { } [ ] { }1 1i i i iF T F− → −=  

  :برقرار باشندزير به طور همزمان و رابطه ) 33(خ بايد ودر محاسبه موج بل

  )34(                      { } { }1 exp( )i iF j Fκ− = Λ  

  :در نتيجه داريم

   )1-35(               [ ] [ ]1 exp( ) 0i iT jκ→ − − Λ Ι =  

  :يا

     )2-35(                       [ ]{ }1eig i i
j Tκ → −= −
Λ

  

]چون  ]1i iT →   .هاي مختلف را بدست آوردκتوان مي ωبا تغيير دادن  ،است ωتابعي از  −

  

  مدار فوتوني

گر  و يك تزويج بر كه شامل دو موج در نظر بگيريدرا فوتوني بلور يك مدار بعدي به عنوان مثال 

,در اينجا  .استدار مطابق شكل زير  زاويه
1,2u + نشانگر  2و  1 زيرنويسبا علامت مثبت و منفي و  −

نشانگر شماره  iزيرنويسو هستند  2و 1بر شماره  موج ورودي و خروجي در موجهاي مختلط  دامنه

  :پس داريم .بر است موج
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  .يك مدار بلور فوتوني نمونه جهت محاسبه با توابع ونير -1شكل 
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Rكه در آن  W LN N N N=  وLN برها  كه در امتداد عمود بر موج نمايانگر تعداد نقاطي از شبكه است

بر  بسط روي مودهاي پايه موجام است كه از iبر  ميدان كل مربوط به موج iF. در نظر گرفته ميشوند

  :داريم طبق تعريف براي ضرايب عبور .آيد در نقاط شبكه بدست مي
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  :و براي ضرايب بازتاب داريم
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] پراكنشاكنون ماتريس  ]S كنيم را تعريف مي:  
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  :خواهيم داشتو با توجه به تعريف آن 
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  :ف كرديشكل زير تعر توان به را مي) 38(در عبور و بازتاب هاي  ماتريسزير 

  )1-40(                    ,i j N N
t++ ++

×
⎡ ⎤ ⎡ ⎤Τ =⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

  )2-40(                    ,i j N N
t−− −−

×
⎡ ⎤ ⎡ ⎤Τ =⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

  )3-40(                   ,i j N N
R r+− +−

×
⎡ ⎤ ⎡ ⎤=⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

  )4-40(                   ,i j N N
R r−+ −+

×
⎡ ⎤ ⎡ ⎤=⎣ ⎦ ⎣ ⎦  
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به شكل را ماتريس پراكندگي نظر از مودهاي غير انتشاري  توان با صرف ميد باشد م بر تك اگر موج

[ ]2 2
S

×
  .گردد گيري در سرعت و سادگي محاسبات مي افزايش چشمساده نمود كه موجب  

  

در  غيرهو گر،  تزويج، موجبرمثل كاواك، ادوات مختلفي اگر چند گره در مسير باشد و يا در نهايت 

بدست آوردن ماتريس و براي  ،لازم داريم يك ماتريس پراكنش مسير وجود داشته باشد، در هر مسير

  .ادغام نمودها را  بايد اين ماتريسانه مورد نظر يا چند دهبين دو پراكنش كل ما 

  

  مودهاي بلوخ در بلور فوتوني

معادلات ماكسول در يك  هاي مودهاي بلوخ يا مودهاي ويژه در بلورهاي فوتوني از براي بررسي ويژگي

  :كنيم محيط بدون بار و جريان آزاد شروع مي

)1-41(                          
t

∂
∇× = −

∂
BE  

)2-41(                   
t

∂
∇× =

∂
DH  

)3-41 (                      0∇⋅ =D  

)4-41 (                      0∇⋅ =B  

  :و مغناطيسي داريمالكتريكي جابجايي  هايبراي بردار

)1-42(                       0μ=B H  

)2-42(                         ( )0 rε ε=D r E 

)اگر  )rε r  باشدتابعي سه تناوبي مانند زير:  

)43 (            ( ) ( ) ( )
1 2 3, , 1 1 2 2 3 3 , , 1, 2,3r l l l r r il l l l iε ε ε= = + + + ∀ ∈ =r r r a a aT Z  

)با تعريف  ) ( )1 rη ε=r r نوشتتوان  مي:  

)44(                 ( ) exp( )r jη η= − ⋅∑ G
G

G r  
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  :شود به شكل زير تعريف مي G شبكه وارون كه بردار

)45(              
1 2 31 1 2 2 3 3 , , , , 1, 2,3l l l il l l l i= + + = ∀ ∈ =G b b b G Z 

 :شوند شبكه وارون در سه بعد به شكل زير تعريف ميپايه مشابه با حالت دو بعدي، بردارهاي 

)1-46(                   2 3
1

1 2 3

2π ×
⋅ ×

a ab
a a a

  

)2-46(                  3 1
2

1 2 3

2π ×
⋅ ×
a ab

a a a
  

)3-46(                  1 2
3

1 2 3

2π ×
⋅ ×

a ab
a a a

                              

, در آن كه 1, 2,3i i =a  هاي زير جايگزينيا ب .شبكه مستقيم هستندپايه بردارهاي  

  )1-47(                       ωj
t
→

∂
∂  

  )2-47(                 ( ) ( ), j tt e ω→E r E r  

  )3-47(                ( ) ( ), j tt e ω→H r H r  

 :خواهيم رسيدروابط عملگري زير به         

    )1-48(             ( ) ( ) ( ) ( )
2

2
02E k

c
ωη= ∇×∇× = =E r E r E r E rL 

           )2-48(                ( ) ( ) ( ) ( )
2

2
02H k

c
ωη= ∇× ∇× = =⎡ ⎤⎣ ⎦H r H r H r H rL 

 :بلور فوتوني داريمبراي يك خ ميدان الكتريكي وبا توجه به امواج بل

)49(           ( ) ( ) ( ) ( ) ( )expj j
n n ne e j− ⋅ − ⋅= = = − ⋅∑κ r κ r
κ κ κ

G
E r E r φ r E G G r  

)كه در آن  )nκφ r  غناطيسي به صورت ميدان م به طريق مشابه .است) 43(سه تناوبي مانند يك تابع

  :دشو زير تعريف مي

  )50(         ( ) ( ) ( ) ( ) ( )expj j
n n ne e j− ⋅ − ⋅= = = − ⋅∑κ r κ r
κ κ κ

G
H r H r ψ r H G G r    

 تمرين(آيد  و پس از كمي محاسبات جبري بدست مي كنيم گذاري مي جاي )48(ها را در  حال ميدان 

3(: 
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    )1-51(    ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2
n

n nc
ω

η
′

′ ′ ′ ′− − + × + × =⎡ ⎤⎣ ⎦∑ κ κ
G

κ
G G κ G κ G E G E G 

)2-51(    ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2
n

n nc
ω

η
′

′ ′ ′− − + × + × =⎡ ⎤⎣ ⎦∑ κ κ
G

κ
G G κ G κ G H G H G 

⋅∇0 ي اگر از معادله =H  ي مولفه يكي از سه توان مياستفاده كنيم H  داريمكرد و را حذف: 

)52(                        ( ) ( ) 0n ⋅ =κH G κ + G  

)تعامد بخاطر  )nκH G  وκ + G   توان  ميهمواره( )nκH G را به دو مولفه تجزيه كرد: 

)53(                      ( ) 1 2

1 2
ˆ ˆG G

n n G n Gh e h e= +κ κ κH G 

  :)چرا؟( حاكم استبسط  ي كه شرايط زير بر بردارهاي يكه

)1-54(                     
1 2

ˆ ˆ 0G Ge e⋅ = 

)2-54(                        
3Ĝe = ±

κ + G
κ + G

 

)شود كه كنج  علامت مثبت يا منفي به گونه اي انتخاب مي) 54- 2(در  )1 2 3
ˆ ˆ ˆ, ,G G Ge e e گرد  راست  

  :داريمفشرده بنابراين به طور . باشد

)55(                   ˆ ˆ
i jG G i je e δ⋅ =  

  با استفاده از بسط حال

  )56(          
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )1 2

3 1 2
ˆ ˆ ˆ

n

G G
G n G n GG e h e h eκ ′ ′

′ ′× × = ×⎡ ⎤⎣ ⎦
⎡ ⎤+ × +⎣ ⎦

κ

κ κ

κ + G κ + G H G κ + G
  

 :شود بلور فوتوني بدل مي ي  ويژهبراي بسامدهاي مشخصه زير  ي به شكل معادله )51- 2( ي همعادل 

)57(                ( ) ( )22

2
1

, , 1,2j iG n Gij
n n

j

M h h i
c

ω′

′ =

′ = =∑∑ κ κ κ
G

κ
G G 

  :كه در آن

)1-58(        ( ) ( ) 2 2 2 1

1 2 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ
,

ˆ ˆ ˆ ˆ
G G G G

G G G G

e e e e
M

e e e e
η

′ ′

′ ′

⋅ − ⋅⎡ ⎤
′ ′ ′− × ⎢ ⎥

− ⋅ ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦
κ G G κ + G κ + G G G 
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)2-58(                    ( ) ( ) *
, ,ij jiM M′ ′⎡ ⎤= ⎣ ⎦κ κG G G G  

M بنابراين κ يبردارها هژويبه علاوه ). 4تمرين (خواهد بود مقادير حقيقي  يژههرميتي بوده و داراي و 

{ }nh κ يعنيمتعامد هستند ،:  

  )59(                 *
2

1

i iG G
n n nn

i
h h δ′ ′

′ =

=∑∑ κ κ
G

  

بدست . گردانيم باز ميرا كه در فضاي تبديل فوريه نوشته شده بود را به فضاي حقيقي اي  رابطهاكنون 

 :خواهد آمد

)60(           ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 3

* 3 * 3j
n n n n

R R

d r e d r′− ⋅
′ ′

′

′⋅ = ⋅∑∑∫∫∫ ∫∫∫ G -G r
κ κ κ κ

G G
H r H r H G H G 

  :طرفي داريماز ) 59(اما بر مبناي 

)61(                                   ( ) ( )*
n n nnV V δ′ ′⋅ =∑ κ κ

G
H G H G 

cell گيري مضرب صحيحي از حجم سلول واحد باشد اگر ناحيه انتگرالحال  wscN V V× ، و بنابراين =

nنسبت به يكديگر متعامد هستند، چرا كه اگر  Hتوابع  n′≠ شود باشد، ضرب داخلي آنها صفر مي.  

  

κدر صورتيكه  κ′≠  خواهيم داشتباشد: 

   )62(       

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

3

3 * * 3

3

3

3

j
n n n

R

nn j

jnn

G

jnn

d r e d r

u e d r

u e d r

u e d r

′− ⋅
′ ′ ′ ′

′ − ⋅
′

− ⋅′
′

− ⋅′
′

⋅ = ⋅

=

=

=

∫∫∫ ∫∫∫

∫∫∫

∑∫∫∫

∑ ∫∫∫

κ-κ r
κ κ nκ κ

h r
κκ

G+h r
κκ

G+h r
κκ

H r H r ψ r ψ r

r

G

G

 

در  κ′و  κاگر ولي . شود قبلي نتيجه ميبا هم برابر باشند آنگاه شرط تعامد از حالت   κ′و  κاگر

در نتيجه هر چه حجم  خواهد بود وبردار شبكه وارون نيك ين باشند تفاضل آنها ياول بريلوناحيه 

 :آيد بدست ميدر حالت كلي در نتيجه تعامد زير . كند به صفر ميل ميبيشتر بزرگتر باشد، اين انتگرال 

)63(             ( ) ( ) ( )* 3 (3)
n n nnd r δ δ′ ′ ′ ′⋅ =∫∫∫ κ κH r H r κ -κ  
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 :شود در آن دلتاي مرتبه سوم ديراك از رابطه زير تعريف ميكه 

)64(           ( ) ( ) ( ) ( )(3)
x x y y z zδ δ κ κ δ κ κ δ κ κ′ ′ ′ ′− = − − −κ κ 

 rεتابع  نسبت به nκE توان نشان داد كه تعامد مودهاي بلوخ ميدان الكتريكي به طريق مشابه مي

  :برقرار است

)65(               ( ) ( ) ( ) ( )
3

* 3 (3)
r n n nn

R

d rε δ δ′ ′ ′ ′⋅ =∫∫∫ κ κr E r E r κ -κ  
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   نتمري

 .ساده نماييد) 11(را با استفاده از ) 7( ي معادله - 1

ˆثابت كنيد  - 2 ˆ,
nn nn

m x m xM M′ ′
′ ′− Λ − Λ =R R RR. 

 .را نشان دهيد) 51(درستي روابط  - 3

)ثابت كنيد كه ماتريس  )57( در - 4 ),M ′κ G G  شود و يك ماتريس  نوشته مي )58(به شكل

 .هرميتي است

 .را براي مودهاي بلوخ ميدان الكتريكي نشان دهيد) 65(صحت شرط تعامد  - 5
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  11بخش 

  سرعت فاز و گروه و تابع گرين تاخيري

  

 :شود به شكل زير تعريف مي در بلور فوتوني (Group Velocity) سرعت گروه

)1(                     ( ) ( )gn n gnω∇ =κv κ v κ�  

شار انرژي الكترومغناطيسي است و به شكل زير تعريف تسرعت ان، (Energy Velocity) سرعت انرژي

 :شود مي

)2(                                                     ( )
( )

n
en

nu
κ

κ

S r
v

r
�  

nSن آكه در  κ  گردد بيان ميميانگين زماني بردار پويينتينگ است كه به شكل زير:  

)3 (      
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ) ( )

2

0

*

Re Re
2

1 Re
2

n nj t j t
n n n

n n

dt e e
π ω ω ωω

π
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ×⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤= ×⎣ ⎦

∫ κ κ
κ κ κ

κ κ

S r E r H r

E r H r
 

nuهمچنين κ  شود مي بيانميانگين زماني چگالي انرژي الكترومغناطيسي است كه به شكل زير:  
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  )4(             

( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ){ }

220

0

220
0

2 2
0 0

Re
2 2

Re
2 2

1
4

n

n

j tr
n n

j t
n

r n n

u e dt

e dt

π ω ω

π ω ω

ε ε ω
π

μ ω
π

ε ε μ

⎡ ⎤= +⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎣ ⎦

= +

∫

∫

κ
κ κ

κ
κ

κ κ

r
r E r

H r

r E r H r

  

  :شود در سلول ويگنر سايتز به شكل زير تعريف ميميدان متوسط يك نيز 

)5(                                     ( ) ( ) 31

WSC WSC

f f d r
V ∫∫∫r r�  

  :خواهيم داشتدر نتيجه و ) چرا؟(اين دو مقدار متوسط بايد متناوب باشند اما 

)1-6(                     ( ) ( )n n mnp= +κ κS r S r R 

)2-6(                      ( ) ( )n n mnpu u= +κ κr r R 

انرژي الكترومغناطيسي در  κ، زيرا در حالت موهومي بودنباشد   نبايد موهومي κدر اين حالت 

  .منتفي خواهد بود) 4(و ) 3(شود و شرط تناوب دو مقدار متوسط  محيط منتشر نمي

  

 :شود به شكل زير تعريف مي (Phase Velocity) سرعت فاز

)7(                          ( )
2

n
p

ω κ
v κ

κ
�  

اگر محيط . شوند باشد، اين سه سرعت با هم برابر ميو غير پاشنده در صورتي كه محيط همگن 

شوند، و آنگاه راستا و اندازه سرعت  روه و انرژي با هم برابر ميهمگن و پاشنده باشد، فقط سرعت گ

در حالت كلي هيچ شرط خاصي در مورد ارتباط . متفاوت باشد گروه نسبت به سرعت فاز ميتواند كاملاً

با  در يك محيط متناوب توان نشان داد كه چنانچه  ولي مي. توان بيان نمود ها نمي هراستاها و انداز

( ) ( )mnpε ε= +r r R 1[ خ هستندوبه شكل امواج بلها  در آنها ميدان كه[: 

)1-8(                  ( ) ( )j
ne κ

− ⋅= κ rE r φ r 

)2-8(                 ( ) ( )j
ne ψ− ⋅= κ r
κH r r  

 :برابر هستند با هم دقيقاًسرعت انرژي و گروه در يك باند 
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)9(                     ( ) ( )gn en=v κ v κ 

  

   (Hellmann-Feynman’s Theorem) فاينمن-هلمن ي قضيه

]هرميتي مانند) عملگريا (دارد كه براي يك ماتريس  فاينمن بيان مي-هلمن ي قضيه ]A  با وابستگي

xبراي مشتق مقادير ويژه داريم  uبه پارامتري مانند 
u
Ax

u ∂
∂

=
∂
∂λ.  

]مقداري با ماتريس هرميتي  ويژه ي يك مساله  :اثبات ]A در نظر بگيريد: 

)10(                       [ ]{ } { }A x xλ=  

]گاهي  ]A  به پارامتري مثلu  وابسته است كه در نتيجه ويژه مقادير و بردارها نيز چنين

 :كنند تابعيتي پيدا مي

   )11(                   ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }A u x u u x uλ=⎡ ⎤⎣ ⎦  

)اگر  ){ }x u بهنجار شده باشد، داريم: 

   )12(               ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }T
u x u A u x u x u A u x uλ λ λ λλ = ≡ ⎡ ⎤⎣ ⎦  

  :گيريم مشتق مي uاز دو طرف رابطه نسبت به حال 

)13(          

( )

x A x x A x x A x
u u x u

x x x x x A x
u u u

x x x A x
u u

λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ

λ

λ λ

λ

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∂ ∂⎛ ⎞= + ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 

  ):چرا؟( بنابراين

  )14 (                        ( ){ } ( ) ( ){ }* T A uAx x x u x u
u u u
λ ∂⎡ ⎤∂ ∂ ⎡ ⎤= ≡ ⎢ ⎥⎣ ⎦∂ ∂ ∂⎣ ⎦

 

 ■                    .اثبات قضيه استاين پايان 
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  سرعت گروه  ي محاسبه

سرعت گروه را محاسبه  توان ، ميدر مورد ميدان الكتريكي عرضي در دو بعداخير  ي  با استفاده از قضيه

  :در معادله موج براي ميدان الكتريكي عرضي داريم. نمود

   )15 (                 [ ]{ } ( ) { }
2

2
n

n nA A
c

ω
μ =κ κ κ

κ  

  :شكل نمايش داد توان بدين ميرا  كه آن

)16(                   ( ) ( ) ( )
2

2, n
n nM A A

c
ω

′

′ ′ =∑ κ κ κ
G

G G G G  

  :كه در آن

)17(                ( ) ( ) 2 2 2 1

1 2 1 1

2 ˆ ˆ ˆ ˆ
,

ˆ ˆ ˆ ˆ
G G G G

G G G G

e e e e
M

e e e e
η

′ ′

′ ′

⋅ − ⋅⎛ ⎞
′ = ×⎜ ⎟⎜ ⎟− ⋅ ⋅⎝ ⎠

κ G G κ + G G 

nAاگر  κها متعامد باشند، براي سرعت گروه داريم: 

  )18 (             ( ) ( )
( )

2 2

2

1
2

n
gn n

n

c
c

ω
ω

ω
⎧ ⎫⎛ ⎞∂⎪ ⎪= ∇ = × ×⎜ ⎟⎨ ⎬∂⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

κ

κ
v κ

κ κ
  

  :توان سرعت گروه را محاسبه كرد بالا مي ي طبق قضيه

    )19(        ( ) ( ) { } [ ] { }
2

2
Tn

gn n n nA A
c

ω
ω μ

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞= ∇ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠
κ κ κ κ

κ
v κ

κ κ
 

  

  كامل توابع ويژه ي مجموعه

پايه توابع  ي بهتر است مجموعه. گرديم ميتشعشع در بلور فوتوني به دنبال تابع گرين در اين مرحله 

بلور توابع  ولي چون اين توابع ويژه ،كار كرد ل نيزنكل و هستوان با توابع بِ مي. خ باشندوتوابع بلبه فرم 

  .ها مشكل است نيستند كار كردن با آنفوتوني 

  

  :قبل داشتيممباحث از 
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)1-20(                ( )
2

2 2

1 , 0E t
c t
⎧ ⎫∂

+ =⎨ ⎬∂⎩ ⎭
E rL 

)2-20(                       ( ) ( )E η= ∇×∇× ⋅rL 

 :دهيم تبديل زير را انجام ميحال 

)21(                     ( ) ( ) ( ), ,t tε=Q r r E r 

) بديهي است كه ،متناوب است ε چون خ باشد،موج بلو ميدان الكتريكي به فرم اگر ),tQ r  به نيز

  . خ خواهد بودوموج بلشكل 

  

 :كنيم را به شكل زير تعريف مي H عملگردر اينجا 

)22(              
( ) ( )

( )1 1
ε ε

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪⎢ ⎥= ∇× ∇× ⋅⎨ ⎬
⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭r r

H  

 :ديفرانسيل زير برقرار خواهد بود ي توان نتيجه گرفت كه معادله راحتي ميه ب

   )23(                   ( )
2

2 2

1 , 0t
c t
⎧ ⎫∂

+ =⎨ ⎬∂⎩ ⎭
Q rH 

  . خودالحاق است Hحال در زير نشان ميدهيم كه عملگر 

  

  .خودالحاق است) 22( ي در رابطه Hعملگر   : قضيه

 :با تعريف ضرب داخلي به فرم  :اثبات

)24(              ( ) ( )* 3
1 2 1 2, ,t t d r⋅∫Q Q Q r Q r� 

  زير برقرار است اثبات مسئله كامل خواهد شد  ي اگر نشان دهيم كه رابطه

)25(                     ( ) ( )1 2 1 2=Q Q Q QH H  

  داريم H†توجه نماييد كه طبق تعريف دوگان عملگر   

)26(                    ( ) ( )†
1 2 1 2≡Q Q Q QH H  
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H=†دلخواه برقرار باشد داريم  2Qو  1Qبراي هر ) 25(بديهي است كه اگر  H يعني ،H

  :حال طبق تعريف. عملگري خودالحاق است

)27(        
( )

( )
( )
( )

( )

( )
( )

( )
( )

*
13

1 2 2

*
1 23

1d r

d r

ε ε

ε ε

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪⎢ ⎥= ∇× ∇× ⋅⎨ ⎬
⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ∇× ∇× ⋅
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫∫∫

∫∫∫

Q r
Q Q Q r

r r

Q r Q r

r r

H

  

   :اتحاد برداريبا استفاده از 

)28 (                   ( ) ( ) ( )∇ ⋅ × = ∇× ⋅ − ⋅ ∇×A B A B A B  

  :خواهيم داشت

)29(               
( ) ( )

( )
( )
( )

( )
( )

( )
( )

*
1 23

1 2

*
1 23

d r

d r

ε ε

ε ε

⎡ ⎤⎧ ⎫⎪ ⎪⎢ ⎥= ∇ ⋅ ∇× × +⎨ ⎬
⎢ ⎥⎪ ⎪⎩ ⎭⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥∇× ⋅ ∇×
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∫∫∫

∫∫∫

Q r Q r
Q Q

r r

Q r Q r

r r

H

  

به انتگرال حجمي دوم، و ) 28(، اعمال مجدد سطحيانتگرال به   اول حجميبا تبديل انتگرال 

  :داريم استفاده مجدد از تبديل انتگرال حجمي به سطحي

  )30(        
( ) ( )

( )
( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

*
1 2

1 2

* *
1 2 1 23

d

d d r

ε ε

ε ε ε ε

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟= ∇× × ⋅ +
⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎛ ⎞⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎜ ⎟× ∇× ⋅ + ⋅ ∇× ∇×⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎝ ⎠⎩ ⎭

∫∫∫

∫∫∫ ∫∫∫

Q r Q r
Q Q S

r r

Q r Q r Q r Q r
S

r r r r

H x

x
  

   :و بنابراين) 2تمرين (هاي سطحي هر دو برابر صفر خواهند بود  اما انتگرال  

   )31(     ( ) ( )
( )

( )
( )

( )23 *
1 2 1 1 2

1d r
ε ε

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪⎜ ⎟= ⋅ ∇× ∇× =⎨ ⎬⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭
∫∫∫

Q r
Q Q Q r Q Q

r r
H H  

H=† پس Hكند ، كه اثبات قضيه را كامل مي .                ■  
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آن  ي ويژهو بردارهاي است حقيقي  ي ويژه مقاديرداراي  Hتوان نتيجه گرفت كه  فوق مي ي از قضيه

)يا توابع ويژه  ويژه در نتيجه بردارهاي .بودد نمتعامد خواه ),tQ r توجه نماييد كه  .متعامد هستند

ELنيز خودالحاق است، ولي HLبه طريق مشابه عملگر    .)4 تمرين(خودالحاق نيست  لزوماً  

  

سوم  ي معادله. كند ماكسول را ارضا ميمعادلات ) 20-1(هاي  جوابخواهيم بدانيم آيا تمام  حال مي

  :را در نظر بگيريدماكسول 

)32(                    ( ) ( ), 0tε∇ ⋅ =⎡ ⎤⎣ ⎦r E r  

)ميدان برداري تعريف بر اساس  ),tQ r خواهيم داشت: 

)33(                             ( ) ( )
( )

( ) ( ),
, 0

t
tε ε

ε

⎡ ⎤
⎡ ⎤⎢ ⎥∇⋅ = ∇⋅ =⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

Q r
r r Q r

r
 

  :يك موج تخت ساده داريم براي

)34(            

( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ 0
2

j j j

j

qe qe q e

e j q

ε ε ε

ε
ε κ

ε

− ⋅ − ⋅ − ⋅

− ⋅

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∇⋅ = ∇ ⋅ + ⋅∇⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤∇
⎢ ⎥= − ⋅ ≠
⎢ ⎥⎣ ⎦

κ r κ r κ r

κ r

r r r

r
r

r
 

∇0εحتي در حالتي  لزوماًسوم  ي  پس معادله ˆبرقرار نيست مگر آنكه  باشد لزوماً = ˆ 0q κ⋅ = ،

و  گوييم مي (Transverse)به چنين موجي موج عمود . يعني بردار موج بر بردار قطبش عمود باشد

)داريم  ) ( ),T t=Q Q r . اما اگرˆ ˆ||q κ  شود و  ارضا نمي) 32(آنگاه( ),tQ r واب فيزيكي مساله ج

)نويسيم  و مي گوييم مي (Longitudinal)به چنين امواجي امواج موازي  .نيست ) ( ),L t=Q Q r.  با

)كه  اين ){ }LQ  ي وجود آنها براي تشكيل يك مجموعهجواب فيزيكي نيستند، اما از نظر رياضي 

 :كامل ضروري است ي پايه

)35(                        { } ( ){ } ( ){ }T L=Q Q Q∪ 

) ي در مجموعه ){ }TQ شرايط زير حاكم است: 
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)1-36(                    0, 0ω∇ ⋅ = ≠D  

)در حالي كه در  ){ }LQ و داريم برعكس آن است : 

)2-36(                    0, 0ω∇ ⋅ ≠ =D 

  :داريم. توان به ساخت تابع گرين اقدام كرد حال مي

)1-37(                     ( )( ) 0L
n =κQ rH 

    )2-37(                ( )( ) ( ) ( )( )
2

2
T Tn

n nc
ω

=κ κ

κ
Q r Q rH  

)3-37(         ( )( ) ( )( )* 3 , , ,n n nnd r L Tα β
αβδ δ δ α β′ ′ ′ ′⋅ = =∫∫∫ κ κ κκQ r Q r 

بلور فوتوني كل  V گيري اگر حجم انتگرال .نشانگر مدهاي طولي و عرضي هستند βو  α )37-3(در 

 :آيد به شكل زير در ميحجمي را بپوشاند، انتگرال 

)38(                   ( )( ) ( )( ) ( )* 3
n n nn

V

d r Vα β
αβδ δ δ′ ′ ′ ′⋅ = −∫∫∫ κ κQ r Q r κ κ  

  :)5تمرين ( كنيم ميزير استفاده  تماميتبراي ساخت تابع گرين از رابطه حال 

 )39(            ( )( ) ( )( ) ( )*

, 1

In n
L T n

Vα α

α

δ
∞

= =

′ ′⊗ = −∑ ∑∑ κ κ
κ

Q r Q r r r
I

 

Iكه 
I  ماتريس يكه به شكلI ijδ⎡ ⎤= ⎣ ⎦

I را نشان  ⊗تانسوري رابطه زير چگونگي عمل ضرب نيز  .است

 :دهد مي

)40(                
1 1 1 2 1 3

2 1 2 2 2 33 3

3 1 3 2 3 3

i j

a b a b a b
a b a b a b a b

a b a b a b
×

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤⊗ = =⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A B 

  :دو بردار به شكل زير هستند Bو  Aكه در آن 

  )1-41(                      
1

2

3

a
a
a

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A

  

)2-41(                      
1

2

3

b
b
b

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

B 
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 :با استفاده از تبديل جمع به انتگرال داريم

)42(                       3

BZ BZ

1 d
V

κ≡∑ ∫∫∫
κ

 

آيد روابط تعامد زير بدست ميد عرضي در دو بعد به عنوان مثال براي م: 

)1-43(             ( )( ) ( )( ) ( )22
n n nnd r Q Q Vα α δ δ∗
′ ′ ′ ′=∫∫ κ κ κκr r 

)2-43(             ( )( ) ( )( ) ( ) ( )22

BZ
n n nnd Q Q Vα ακ δ δ∗
′ ′′ ′= −∫∫ κ κr r r r 

  

   تابع گرين

 :زير مفروض است يعملگر ي معادله

)44(                      ( ) 0f =rL 

hعملگر پيچش  f g=  :بين دو تابع را به شكل زير در نظر بگيريد ∗

)45(                  ( ) ( ) ( ) ( )
3

3

R

f g f g d r′ ′ ′∗ −∫∫∫r r r r r� 

 :)چرا؟( ديراك عضو خنثي براي اين عملگر استدلتاي بديهي است كه 

)46(                       f fδ ∗ = 

)يك تابع ورودي مانند حال  )h r  در نظر بگيريد) 44(براي: 

)47(                         ( ) ( )f h=r rL  

 .ن علت به دنبال تابع گرين هستيميبه هم. كنيمخواهيم بدانيم مساله غير همگن را چگونه حل  مي

)تابعي مانند ) 44(تابع گرين مسئله  ),G ′r r زير صدق ميكند ي  است كه در معادله:  

)48(                        ( ) ( ),G δ′ ′= −r r r rL  

)طرفين را در حال  )h ′r كنيم ضرب مي: 

)49(                ( ) ( ) ( ) ( ),h G hδ′ ′ ′ ′= −r r r r r rL 
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)توان  كند مي اثر مي rفقط روي  L چون عملگر )h ′r گيري  سپس با انتگرال. را داخل عملگر ببريم

  :آيد روي فضا بدست مي

  )50 (              ( ) ( ) ( )
3

3,
R

h G d r h
⎡ ⎤

′ ′ ′ =⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
∫∫∫ r r r rL  

)تابع يك جواب براي بنابراين  )f r آيد ميبدست  )47( در رابطه: 

        )51(                     ( ) ( ) ( )
3

3,
R

f h G d r′ ′ ′= ∫∫∫r r r r 

)كه براي مسايل خطي  از آنجايي ) ( ),G G′ ′≡ −r r r r پس داريم:  

  )52 (                       *f h G=  

)بديهي است كه تابع  )f r در واقع هر تابعي به شكل .منحصر به فرد نيست f h G u= ∗ كه در  +

)آن  )u r  0به شكل ) 44(درu =L  همانطور كه بعداً. خواهد بود) 47(پاسخي براي صدق كند 

  .سيستم منطبق هستند ي هاي تابع گرين همواره بر مودهاي ويژه خواهيم ديد قطب

  

   تابع گرين تاخيري

  :طبق تعريف داريم. كنيم محاسبه ميرا ميدان الكتريكي تابع گرين در اين قسمت 

)53(               ( ) ( ) ( )
2

2 2

1 G , It t t t
c t

δ δ
⎛ ⎞∂ ′ ′ ′ ′− + − − = − −⎜ ⎟∂⎝ ⎠

r r r rH
I I

 

 :گيريم شود تابع را قبل از آن صفر در نظر مي ميدر سيستم عليّ پاسخ بعد از اعمال ورودي آغاز  چون

)54(                 ( )G , 0,t t t t′ ′ ′− − = ≤r r
I  

} مودهاي ويژه توان بر حسب تابع گرين را ميحال  }Q  ابتدا . استفاده از عملگر يكه نمايش داد باو

 :زوج تبديل فوريه زماني را در نظر بگيريد

)1-55(                  ( ) ( )g , , , j tG t t e dtωω
∞

−

−∞

′ ′ ′= − −∫r r r r
II  

)2-55(            ( ) ( )1G , g , ,
2

j tt t e dωω ω
π

∞

−∞

′ ′ ′− − = ∫r r r r
I I 
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 :آيد در نتيجه بدست مي

)56(                ( ) ( )
2

2 g , , I
c
ω ω δ
⎛ ⎞

′ ′− = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

r r r rH
II  

  :)چرا؟( آوريم بدست مي) 39(  و با استفاده از رابطه تماميت

  )57(                ( ) ( )( ) ( )( )
2

2

1g , , n n
nc V

α α

α

ω ω ∗⎛ ⎞
′ ′− = ⊗⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ κ κ

κ
r r Q r Q rH I 

)براي يافتن حال بايد  )g , ,ω′r rI

 
)عملگر  )2cω −H خواهيم داشت. را معكوس كنيم:  

 )58(            ( )
( )

( )( ) ( )( )
12

2

1g , , n n
nc V

α α

α

ωω
−

∗⎛ ⎞
′ ′= − ⊗⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ κ κ

κ
r r Q r Q rHI 

 :)9تمرين ( و در نتيجه

)59(            ( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

2

g , , n n

n n n

c
V j j

α α

α α
α

ω
ω ω δ ω ω δ

∗ ′⊗
′ =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑ κ κ

κ

Q r Q r
r r

κ κ

I  

0δكه در آن  ا حال ب .و دليل افزودن آن روشن خواهد شد پاسخ علّي استحصول ثابتي براي →+

  :فوريه داريم عكس تبديل

( )
( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )

2

2

2

G , ,

1 1
2 2

2

T T
n n j t

T T T
n n n n

j t
L L

n n
n

t

c e d
V j j

c e d
V j

ω

ω

ω
π ω ω ω δ ω ω δ

ω
π ω δ

∗

∗

′ =

⎧ ⎫′⊗ ⎪ ⎪−⎨ ⎬
− − + −⎪ ⎪⎩ ⎭

′+ ⊗
−

∑ ∫

∑ ∫

κ κ

κ

κ κ
κ

r r

Q r Q r

κ κ κ

Q r Q r

I

v

v

  

  )60(        

 :)10تمرين ( خواهد آمدبه شكل زير بدست در نهايت پس تابع گرين 

)61(    ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){ }
2

sinc 0
G , ,

0 0

n n n
n

c t t t
t V

t

α α α

α

ω ∗⎧ ⎡ ⎤ ′⊗ >⎪ ⎣ ⎦′ = ⎨
⎪ <⎩

∑ κ κ
κ

κ Q r Q r
r r

I
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  مراجع
[1] K. Sakoda, Optical Properties of Photonic Crystals, Springer, Berlin, 2001. 

  

  تمرين

)وقتي ) 9(نشان دهيد  - 1 ) ( )mnpε ε= +r r R  و( ) ( )mnpμ μ= +r r R برقرار است. 

 .هاي سطحي همواره برابر با صفر هستند نشان دهيد انتگرال) 30( ي در معادله - 2

)با استفاده از تعامد توابع  - 3 ),tQ r  نشان دهيد كه توابع ميدان الكتريكي( ),tE r  نسبت به

)گذردهي الكتريكي  )ε r متعامدند. 

خودالحاق است،  HL، نشان دهيد عملگرHبيان شده براي عملگر  ي  به طريق مشابه قضيه - 4

ELولي  .لزوما خودالحاق نيست  

 .نشان دهيد Hبودن عملگر ) يا هرميتي(را با استفاده از خودالحاق ) 39( ي   درستي رابطه - 5

6 - ن دهيد دهاي عرضي نشابراي م( ) 0D Τ∇ ⋅ =. 

)توابع مانند  ي  كليه ي نشان دهيد مجموعه - 7 ){ }f r  به همراه عمل پيچش توابع و ضرب

 ).براي تعريف گروه به بخش بعد مراجعه نماييد(سازند  اسكالر يك گروه را مي

 ابتدا تعامد :بدست آوريدروبرو دو بعد طبق مراحل در  قطبش مغناطيسي تابع گرين را براي - 8

دهاي بلوخم { }zH  تماميت را براي آن  ي هرابطسپس . بدست آوريد 4با كمك تمرين را

  .استفاده كنيد تابع گرين ي محاسبهاز تبديل فوريه براي حال  .بنويسيد

)به تابع ويژه   Hبا اعمال عملگر  - 9 )( )
n

α∗
κQ r بدين . برقرار است) 59( ي نشان دهيد كه رابطه

 منظور از اتحاد 

( )12 2 2

2 2 2
0

m

m

c c
c
ω

ω ω

− ∞

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑H H 

  به فرم  Hو پس از اعمال عملگر  نموده استفاده
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( ) ( ) ( )
2

2
n

n nc
ω

=κ κ

κ
Q r Q rH  

 .اضافه نماييد رادر مخرج  δثابت و ساده سازي جواب، 

 .نتيجه بگيريدرا ) 61(رابطه ) 60(هاي  با ساده سازي انتگرال -10
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  12بخش 

    گروه در دو بعد ي نظريه

  

  تعريف گروه

زوج  اگر تمام شرايط زير بطور همزمان برقرار باشد، .را در نظر بگيريد ∗ عمل ستارهو  Sمجموعه 

)مرتب  ),S   :ناميم مييك گروه را  ∗

,                )بسته بودن(   )1-1( ,A B S A B S∀ ∈ ∗ ∈  

)       )اشتراك پذيري(  )2-1( ) ( ), , ,A B C S A B C A B C A B C∀ ∈ ∗ ∗ = ∗ ∗ = ∗ ∗  

!               )عضو خنثي(  )3-1( , ,S A S A A A∃ ∈ ∀ ∈ ∗ = ∗ =1 1 1  

1       )عضو وارون(  )4-1( 1 1, ! ,A S A S A A A A− − −∀ ∈ ∃ ∈ ∗ = ∗ = 1  

] مربعهاي  ماتريس ي به عنوان مثال مجموعه ]{ }N N
S M

×
در  ×ماتريسها عمل ضرب  به همراهرا  =

)دوگانه مرتب . نظر بگيريد ),S  ي مجموعهبه همين ترتيب  ).چرا؟( دهد يك گروه تشكيل مي ×

] مربعهاي  ماتريس ]{ }N N
S M

×
)مانند يك گروه  ،+ها  ماتريس جمععمل  به همراهرا  = ),S + 

  .دهد تشكيل مي

  

)يك گروه مانند اگر  ),S   :گوينديا جابجايي گروه آبلي  دانبارضا نمايد شرط زير را  ∗
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,          )جابجايي(   )5-1( ,A B S A B B A∀ ∈ ∗ = ∗  

]عنوان مثال اگر به  ]{ }N N
S M

×
) ،هاي قطري باشد ماتريس ي مجموعه = ),S يك گروه آبلي  ×

  .است

  عملگر تقارن

از جمله . گويند ميعملگر تقارن ناوردا باقي بگذارد به يك تبديل رياضي يا هندسي كه سيستم را 

همواره در . اشاره كرد ، و تقارن مركزياي ينهآتقارن ، دوران انتقال، توان به هاي هندسي مي تبديل

مثلا در خلاء . ، قانون بقايي وجود خواهد داشتديفرانسيلي تقارن يي نسبت به يكناوردامقابل يك 

بقاي بسيار كلي قانون جا  از آن. دوران ناورداستپس خلاء نسبت به  ،ارزند راستاهاي مختلف همه هم

بطور مشابه در خلاء، تقارن انتقالي در تمام راستاها برقرار است،  .آيد اي به وجود مي اندازه حركت زاويه

توان قانون بقاي اندازه  از آنجا مي. ماند بدان معني كه خلاء نسبت به انتخاب مبداء بدون تغيير باقي مي

تقارن انتقالي نسبت به مبداء زمان نيز موجب پيدايش قانون بقاي انرژي . اج نمودحركت را استخر

  :در بلورهاي فوتوني بدلايل زير حائز اهميت استتقارن  ي اما مطالعه .است

  ويژه بلور فوتونيدهاي ومشخص و طبقه بندي كردن م - 1

  ي بسامدتعيين كردن تعداد و مكان باندها - 2

  انتخاب در فرايندهاي اپتيك غير خطي عدقوا ي مطالعه - 3

  اتلاف در پراش ي مطالعه - 4

  گرهاي بلور فوتوني  تزويج عدي براي طراحيقوااستخراج  - 5

  

  عملگرهاي تقارن در بلورهاي فوتوني

شكل زير چند عمل تقارن در . كنيم براي سادگي بحث را فعلا به بلورهاي فوتوني دوبعدي محدود مي

  .مايش داده شده استدر يك بلور فوتوني مربعي ن
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  :باشند عملگرهاي تقارن بدين شرح مي 1شكل مطابق 

1 - xσ : دوران حول محورx  وyσ  دوران حول محورy 

2 - dσ : دوران حول قطر اصلي وdσ  دوران حول قطر فرعي ′

3 - 4C : درجه 90دوران 

4 - 1
4C− : درجه 270يا  - 90دوران 

5 - 2C : درجه 180دوران 

  

  

  

  

  

  

  

  .در بلور فوتوني مربعي اي آينه عملگرهاي پايه تقارننمايش  -1شكل 

  

2دوران نمايانگر  Cnبه همين ترتيب 
n
π  1، بنابراين بود خواهددرجه 3

4 4C C− =.  

  

   :زير را در نظر بگيريد 4vS ي  مجموعهحال 

)2(                { }1
4 2 4 4

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , , ,v x y d dS E C C Cσ σ σ σ −
′=  

به همراه ضرب  4vSكه ) 1تمرين (توان نشان داد  مي .عمل تقارن هماني يا بديهي است Eكه در آن 

)عملگرها يك گروه  )4 4 ,v vC S ير آبلي گروهي غ 4vCتوجه داشته باشيد كه . دهد را تشكيل مي ⋅

  .است

yσ  

xσ

dσ  dσ ′  

C4 
C2 

C4
-1 
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4مانند  دلخواه عملگردو براي چنانچه 
ˆˆ, va b C∈  بتوان عملگري مانند{ }4

ˆˆ ˆ,vc C a b∈ پيدا كرد كه  −

1رابطه  ˆˆˆ ˆcac b− . يكديگر گويند) يوغ يا هم(مزدوج را  b̂و  âآنگاه دو عملگر  ،بين آنها برقرار باشد =

ˆو xσˆ براي مثال دو عملگر yσ  يكديگرند چونمزدوج:  

)3(                           1
4 4

ˆ ˆˆ ˆy xC Cσ σ −=  

به زبان  .كنند بودن از آن جهت مهم است كه دو عملگر تحت تبديل مختصات يكسان عمل ميمزدوج 

  .باشند هاي يكسان مي رياضي همانطور كه خواهيم ديد دو عملگر مزدوج اصطلاحاً داراي مشخصه

  

  عملگرها نمايش ماتريسي

  :توان اتخاذ نمود مانند ذيل مي ي غير منحصر به فردبراي هر عملگري يك نمايش ماتريس

  )1-4 (                    1 0ˆ
0 1EE R ⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎣ ⎦  

)2-4(                        
22

1 0ˆ
0 1CC R
−⎡ ⎤

⎢ ⎥−⎣ ⎦
  

    )3-4(                         
44

0 1ˆ
1 0CC R

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

  

  )4-4(                       1 1
4 4

0 1ˆ
1 0

C R− − ⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎣ ⎦

  

   )5-4(                         1 0
ˆ

0 1xx Rσσ
−⎡ ⎤

⎢ ⎥
⎣ ⎦

  

  )6-4(                 1 0
ˆ

0 1yy Rσσ
⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎣ ⎦

  

)7-4(                       0 1
ˆ

1 0dd Rσσ
′′′′

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎣ ⎦

  

)8-4(                  0 1
ˆ

1 0dd Rσσ
′′

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

  

  :است ±1متعامد هستند و دترمينان آنها  Rهاي تمام ماتريسكه در آن 
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)1-5(                        † †R R R R= = Ι  

  )2-5(                           1R =  

)اي  بر يك ميدان نرده R̂اعمال عملگر دوران  ي طبق تعريف نتيجه )f r  را با كمك نمايش ماتريسي

R  كنيم زير تعريف ميآن مانند:  

)6(                   ( ) ( )1R̂ f f R −≡r r  

بر يك ميدان برداري متفاوت است و بعداً بدان اشاره  R̂توجه كنيد كه نحوه اعمال عملگر دوران 

)زمان روي  كه هم عملگر داشته باشيماكنون فرض كنيد دو . شود مي )f r كنند اثر مي:  

)1-7(             ( ) ( ) ( )1 2 1 2
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ,R R f S f S R R= =r r  

  :خواهيم داشت

)2-7(           ( ) ( ) ( )1 1 1
1 2 2 1 2 1

ˆ ˆ ˆR R f R f R f R R− − −⎡ ⎤ = =⎣ ⎦r r r  

  :شود از آنجا نتيجه مي

)3-7(                    ( ) ( ) ( )
1 1

1 2
ˆf R R f S S f

− −⎡ ⎤ = =⎢ ⎥⎣ ⎦
r r r  

)اعمال عملگر تقارن بصورت  ي نحوه) 6(شود كه علت آنكه در  لذا ديده مي ) ( )R̂ f f R≡r r  ظاهر

  .نشده آنست كه بتوان سازگاري را با نمايش ماتريسي از نظر ترتيب اثر كردن عملگرها حفظ نمود

  :يك عملگر تقارن در دو بعد داشته باشيم فرض كنيد براي  :قضيه

)8(                  ( ) ( ) ( )1R̂ Rε ε ε− =r r r  

  :آنگاه خواهيم داشت

)1-9(                            ˆ , 0ER⎡ ⎤ =⎣ ⎦L  

)2-9(                           ˆ , 0HR⎡ ⎤ =⎣ ⎦L  

  داريم Rهاي  از متعامد بودن ماتريس  :اثبات

 )10(           
2 2

11 12 11 21 12 22
2 2

21 11 22 12 21 22

1 0
0 1

R R R R R R
R R R R R R

⎡ ⎤+ + ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ + ⎣ ⎦⎣ ⎦
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  :رسيم زير مي ي از اين تساوي به سه معادله

)1-11 (                2 2
21 22 1R R+ =  

)2-11(                   2 2
11 12 1R R+ =  

)3-11(                 11 21 12 22 0R R R R+ =  

   ي حال با توجه به رابطه

           )12(                ( ) ( )1ˆ ˆ ˆR R f R f R
x x

−∂ ∂⎡ ⎤ =⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦
r r  

)كه  از آنجايي. بدست آوريم) 12( سمت چپ خواهيم عبارتي براي مي ) ( ),f f x y=rپس ،:  

)13(            ( ) ( ) ( )1
11 12 21 22

ˆ , ,R f x y f R f R x R y R x R y− = = + +r  

  زير  تعريفبا توجه به 

)14(                       11 12

21 22

R R x
R

R R y
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦⎣ ⎦

r  

  :آيد بدست مي

)15(          1 1
11 21 11 21

11 21

ˆ
R R RR R R

f f f fR R R R R
x y x y

f fR R
x y

− −

⎧ ⎫∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎪+ = +⎨ ⎬∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎪⎩ ⎭
∂ ∂

= +
∂ ∂

r rr r  

  :و بطور مشابه خواهيم داشت

)16(                    ( )1
12 22

ˆ ˆ f fR R f R R
y x y

−⎡ ⎤∂ ∂ ∂
= +⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦

r  

  :را اثبات كرد )9-1(توان  حال با توجه به روابط بالا مي

   )17(            ( )1 2 1 1 2 11 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
ER R R R R R R R

ε ε
− − − −⎛ ⎞= ∇ = ∇⎜ ⎟

⎝ ⎠
L  

                                                                                 
2 2

1 1
2 2

1 ˆ ˆ ˆ ˆR R R R
x yε

− −⎡ ⎤∂ ∂
+⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

=  
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                                                             1 1 1 11 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆR R R R R R R R
x x y yε

− − − −⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂
+⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

=  

                                                                          
22

1 11 ˆ ˆ ˆ ˆR R R R
x yε

− −
⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞ +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

=  

  :پس خواهيم داشت

)17(   

1

1 102 2 2
2 2 2 2

11 12 11 21 12 22 21 222 2

ˆ ˆ

1 2

E

E

R R

R R R R R R R R
x x y yε

−

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟= + + + + +
⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

=

L

L

  

مشاهده شود در موج  εتوابع يكسان دارند و در نتيجه هر تقارني كه در  عملگرها ويژهپس 

  ■                      .شود خ هم ديده ميوبل

 
  بلورهاي فوتونيهاي تقارن در  كاربرد گروه

در شبكه معكوس  κتحت تبديلات آن، بردار اي كه به گونه باشد 4vC ي اززيرگروه κM فرض كنيد

  :داريم Χ ، آنگاه براي نقطهناوردا باقي بماند

)1-18(               { }2 2
ˆˆ ˆ ˆ, , ,x y vE C Cσ σΧ =M  

و  1hCهمچنين طبق شكل زير گروه هاي . ناميم مي 2vCرا اصطلاحاً ) 18- 1(اي  گروه تقارن نقطه

2vC را براي ناوردايي نقاطΔ ،Σ ،Ζ  و′Χ خواهيم داشت:  

)2-18(                 { } 1
ˆ ˆ, y hE CσΔ =M  

)3-18(                { } 1
ˆ ˆ, d hE Cσ ′Σ =M  

     )4-18(                 { } 1
ˆ ˆ, x hE CσΖ =M  

)5-18(             { }2 2
ˆˆ ˆ ˆ, , ,x y vE C Cσ σ′ ′ ′Χ =M  
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) مود ويژه متناظر با بسامد ويژهبا توجه به اينكه  بلور فوتونيدر يك  )ω κ  ،چه مقداري دارد

)اگر  .بندي كرد گروه تقسيم 5توان به  ها را مي تقارن ي هندسه )df κ r هاي  نمايش ميدان با تقارنd،

( )1 1 2 1, , , ,d A B A B C=  ي مانندبراي هر عملگر در نتيجهباشد R̂∈ κM چرا؟( خواهيم داشت(:  

  

  

  

  

  

  

  .نقاط با تقارن بالا براي بلور فوتوني مربعي بريلويين اول و ي نمايش ناحيه -2شكل 

  

 )19(                        ( ) ( )ˆ
ˆ

d ddR
R f fχ=κ κr r  

dدر حالتي كه  C= داريممود انتشاري ما تبهگن بوده و  است:   

)1-20(             ( ) ( ) ( )(1) (1) (2)
11 12

ˆ
c c cR f e f e f= +κ κ κr r r  

  )2-20(              ( ) ( ) ( )(2) (1) (2)
21 22

ˆ
c c cR f e f e f= +κ κ κr r r  

  :و طبق تعريف داريم

)3-20(                         ˆ 11 22cR e eχ +  

هاي صفر و  دوران شاخصبراي مثال . گويند مي R̂با توجه به عملگر  dد وم شاخص dRχˆاصطلاحاً به 

ˆدرجه  360 1dRχ  dتقارن مود آن كه بسته به  درجه 180و  90هاي  دورانشاخص است و  =

ˆچگونه است  مربوطه 1dRχ =   .باشد مي ±

  

} هاي شاخصجدول  }2 2
ˆˆ ˆ ˆ, , ,v x yC E Cσ σ′   :به صورت زير است =′

′Χ

Χ Γ

′Χ

Χ  
x aκ  

y aκ  

MM

M M

Δ 

Σ

Z
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ˆdσ  ˆ yσ  2Ĉ Ê    

1  1  1  1  A1 

1 -  1 -  1  1  A2  

1 -  1  1 -  1  B1  

1  1 -  1 -  1  B2  

  

  .C2vاي  هاي گروه تقارن نقطه شاخص -1جدول 
  

و ) راست( 1B هاي نمايش گروه 4 شكلي، قطب تك به فرمرا  1Aمود نمايش  3شكل   صفحهاين در 

2B )2گروه  5و متعامد هستند، و در شكل كه دو قطبي را ) چپA  كه چهار قطبي است را نشان

  .دهد مي

  

  

  

  

  

  .C2vدر گروه  A1نمايش مود  -3شكل 

  

  

  

  

  
  

  .C2vدر گروه  )چپ( B2 و ) راست( B1نمايش مودهاي  -4شكل 
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  .C2vدر گروه  به فرم چهارقطبي A2نمايش مود  -5شكل 

  

يك  Aنمايش گروه  1hCدر گروه  4و 3همانند شكل . آمده است 2در جدول  1hCگروه  هاي شاخص

فهرست  3هم در جدول  4vC هاي شاخص. )چرا؟(خواهد بود دوقطبي  Bتك قطبي و نمايش گروه 

  :اند شده

σ̂  Ê    

1  1  A  
1 -  1  B  

  .C1hاي  هاي گروه تقارن نقطه شاخص -2جدول 
  

ˆ2 dσ ˆ2 yσ 2Ĉ 4
ˆ2C Ê    

1  1  1  1  1  A1 

1 -  1 -  1  1  1  A2  

1 -  1  1  1 -  1  B1  

1  1 -  1  1 -  1  B2  

0  0  2 -  0  2  C  

  .C4vاي  هاي گروه تقارن نقطه شاخص -3جدول 
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 چهار قطبي است 2Bو  1Bتك قطبي و نمايش گروه  1Aنمايش گروه  4vCاي  تقارن نقطه گروهدر 

  :دهد را نشان مي 1Bشكل زير نمايش گروه . )چرا؟(

  

  

  

  

  
  

  .C4vدر گروه B1 نمايش الگوي تقارن مود  -6شكل 

  

 خواني داشته باشند، مثلاً د همباياز نظر تقارن را روي ساختار نواري تحريك كنيم،  يدواگر بخواهيم م

 .شوند تحريك مي Bيا  Aفقط با مد ، Δ نقاط نقاط منطبق بر

  

  تمرين

)به همراه ضرب عملگرها يك گروه  4vS ،)2(نشان دهيد كه در  - 1 )4 4 ,v vC S غير آبلي  ⋅

 .دهد تشكيل مي

ˆ1نشان دهيد در يك بلور فوتوني داريم به طور مشابه رابطه  - 2 ˆ
H HR R − =L L برقرار است. 

با توجه به ها الگوي تقارن هندسي مودها را تخمين بزنيد؟  توانيد از روي جدول شاخص آيا مي - 3

  .قضاوت نماييد  4vCگروه تقارن  A2و  A1 راجع به الگوي هندسي مودهاي 3جدول 
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  13بخش 

 ها بندي بلورهاي فوتوني و تابش دوقطبي در آن گروه

  

پردازيم، و سپس مدل رياضي تابش  در اين بخش به كاربرد نظريه گروه در بلورهاي فوتوني مي

قبل از آنكه چگونگي كاربرد نظريه گروه ها را ببينيم لازم . دوقطبي در بلور فوتوني را ارايه خواهيم داد

  .]1و2[ است كه مفاهيم و تعاريف تكميلي را پيرامون نظريه گروه ها معرفي نماييم

  

  مرتبه و رتبه

gعبارتست از تعداد اعضاء آن گروه  Gيك گروه مانند  ي مرتبه - 1  :تعريف = G.  

xيك عضو مانند  ي  رتبه - 2 ∈G  برابر با عددي طبيعي مانندm  است به گونه اي كه
mx = اگر چنين عددي وجود نداشته باشد  .باشد مي Gعضو خنثي گروه  1، كه در آن 1

  .نهايت خواهد بود داراي رتبه بي xآنگاه 

  

  سازگاري و كاهش

  .ناميم تمامي اعضاي يك گروه را كه دوبدو مزدوج هستند خانواده مي ي مجموعه  :تعريف

  .سازد تك عضوي را با خود مي  ي يك خانواده همواره Êعملگر بديهي  - 1  :قضيه



 

 

هادوقطبي در آنبندي بلورهاي فوتوني و تابشگروه 152  

  .و فقط يك خانواده باشدتواند عضو يك  تنها مي Gهر عضو گروهي مانند  - 2  

  .گروه جابجايي باشد آنگاه هر عضو آن به تنهايي با خود يا خانواده خواهد ساخت Gاگر  - 3  

  :به شكل زير نوشتها را  توان خانواده مي 4vCدر گروه تقارن نقطه اي   :مثال

)1(           ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1
4 4 4 2

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , , ,v x y d dC E C C Cσ σ σ σ− ′ ′′=  

  ريختي  همو جورريختي 

}دو گروه مانند  }( ), , ,... ,a b c= ∗G  و{ }( ), , ,... ,*a b c′ ′ ′ ′=G ناميم اگر  را جورريخت مي  

xدر مقابل هر عضو  - 1 ∈G  تنها يك عضو مانندx ′ ′∈G  وجود داشته باشد، و

xنويسيم  مي x ′→. 

xاگر  - 2 x yو   →′ y *آنگاه  →′ *x y x y′ ′→.  

  .ناميم اگر و فقط اگر نگاشت يك به يك باشد ريخت مي يك نگاشت جورريخت را هم

3نگاشت عملگرهاي دوران به ماتريسهاي  -  :مثال   ).چرا؟(ريخت است  يك نگاشت هم ×3

  ).چرا؟(عملگرها به شاخص آنها يك نگاشت جورريخت است نگاشت  -

  

  نمايش ماتريسي گروه

lهاي مربع  گروه ماتريس l× ها يك نمايش  به همراه ضرب ماتريسl- بعدي يك گروه مانندG  است

): نويسيم در اينصورت مي. جورريخت باشد Gاگر با  ) ( )ˆ ˆ ,A A A∈ → ≡ Γ ∈ = ΓG M M G
I .

  بنابراين 

  )1-2(              ( )ˆ ˆˆ ˆ, ,A B A B A B∀ ∈ ≡ ΓG
I I  

  )2-2(                     ( )ˆE E≡ Γ
I  

  )3-2(                          ( ) ( )1
1 1ˆ ˆA A A

−
− −⎡ ⎤= Γ = Γ⎣ ⎦
I  



 

 

اي بر اپتيك بلورهاي فوتونيمقدمه 153  

1SASدر نتيجه هر تبديل تشابه مانند  −
I I I  وقتي( )ˆA A= Γ

I  وS
I  غيرتكين باشند( )ÂΓ  را به يك

)ارز و جورريخت ديگر مانند  نمايش هم )Â′Γ نمايد تصوير مي.  

  

  جمع مستقيم

  باشد آنگاه  2lو  1lبا ابعاد  Gدو نمايش ماتريسي  2Γو  1Γحال اگر 

  )4 (              
( ) ( )

1 1 1 2

2 1 2 2 1 2 1 2

1
1 2

2

0

0
l l l l

l l l l l l l l

× ×

× × + × +

⎡ ⎤Γ
Γ = Γ ⊕Γ⎢ ⎥

Γ⎢ ⎥⎣ ⎦
�  

را بتوان  Γبه علاوه هرگاه يك نمايش ماتريسي مانند . ناميم مي 2Γو  1Γرا يك جمع مستقيم 

پذير است، و در غير  نمايشي كاهش Γگوييم  بصورت جمع مستقيم دو يا چند نمايش نوشت مي

  .ناميم ناپذير مي را كاهش Γاينصورت 

  

3نمايش   :مثال بعدي  به يك نمايش دوبعدي و يك نمايش يك 4vCاي  گروه تقارن نقطه ×3

  :كنيم هاي مربوط نگاه مي ماتريسبراي اثبات اين منظور به . پذير است كاهش

  )1-5(                    ( )
1 0 0

ˆ 0 1 0
0 0 1

E E
⎡ ⎤
⎢ ⎥= Γ = ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

I  

  )2-5(               ( )2 2

1 0 0
ˆ 0 1 0

0 0 1
C C

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= Γ = −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

I  

  )3-5(                ( )4 4

0 1 0
ˆ 1 0 0

0 0 1
C C

⎡ ⎤
⎢ ⎥= Γ = −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

I  

  )4-5(               ( )1 1
4 4

0 1 0
ˆ 1 0 0

0 0 1
C C− −

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= Γ = ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

I  
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  )5-5(                ( )
1 0 0

ˆ 0 1 0
0 0 1

x xσ σ
−⎡ ⎤
⎢ ⎥= Τ = ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

I  

  )6-5(                ( )
1 0 0

ˆ 0 1 0
0 0 1

y yσ σ
⎡ ⎤
⎢ ⎥= Γ = −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

I  

  )7-5(              ( )
0 1 0

ˆ 1 0 0
0 0 1

d dσ σ
−⎡ ⎤

⎢ ⎥′ ′= Γ = −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

I  

)8-5(                  ( )
0 1 0

ˆ 1 0 0
0 0 1

d dσ σ
⎡ ⎤
⎢ ⎥′′ ′′= Γ = ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

I  

  

    شاخص

  :طبق تعريف برابر است با Âشاخص يك عملگر مانند 

  )6(                ( ) ( ){ } { }ˆ ˆtr trA A Aχ Γ =
I

�  

گروه در جايگاه خاصي قرار  ي بسيار مهم است كه آنها را در نظريهشاخص داراي چندين ويژگي 

  :دهد مي

 .كند شاخص يك عملگر تحت تبديل تشابه تغيير نمي - 1

 . است Gهاي  تعداد خانواده برابرهمواره  Gهاي كاهش ناپذير يك گروه  تعداد نمايش - 2

 .يك خانواده همواره برابرندشاخصهاي اعضاي  - 3

 .هاي كاهش ناپذير همواره برابر مرتبه گروه است مجموع مربعات ابعاد تمام نمايش - 4

 .هاي آنها يكسان باشد دو نمايش هم ارزند اگر سيستم شاخص - 5

 :يك نمايش كاهش ناپذير است اگر - 6

)7(                ( ) { } ( )
2 2

ˆ

ˆ tr ,
AA

A Aχ
∈∈

= = = Γ∑ ∑
MG

G M G
I

I
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در يك كاهش ) ارزهاي آنها هاي هم يك تعداد نمايش( iΓهاي كاهش ناپذير  تعداد نمايش - 7

 :برابر است با Γنمايش كاهش پذير 

)8(                  ( ) ( )*

ˆ

1 ˆ ˆi

A

N A A
g

χ χ
∈

= ∑
G

 

)كه در آن  )Âχ  و( )ˆi Aχ هاي  به ترتيب شاخصÂ هاي كاهش پذير  در نمايشΓ  و

 .باشند مي iΓكاهش ناپذير 

 :ها قضيه اول تعامد شاخص - 8

)9(                   ( ) ( ) ,
i j

k k k i j
k

C C N gχ χ δ∗ =∑ 

تعداد اعضاي  برابر kNهمچنين . شود هاي گروه بسته مي كه در آن جمع روي تمام خانواده

  .ام استkخانواده 

 :ها قضيه دوم تعامد شاخص - 9

)10 (                    ( ) ( )i i
k l k kl

i

C C N gχ χ δ∗ =∑  

  .شود ارز بسته مي هاي كاهش ناپذير و غير هم كه در آن جمع روي تمام نمايش  

  

  يك نمايش كاهش ناپذير ي توابع پايه

)فرض كنيد كه  ) ( )ˆ ˆ, , ,A A A A= Γ ∈ ∈ →
I I

M G G M  يك زيرگروهl- بعديM  و همچنين

{ } ( ){ }, 1m m lφ φ= =r   :اي كه داشته باشيم اي از توابع مستقل خطي باشد به گونه مجموعه …

  )11 (                    ( ) ( ) [ ] ( )ˆ ˆ,n mn m mnA a A a Aφ φ= = = Γ∑r r
I

 

} ي آنگاه مجموعه }φ گوييم كه  ناميم و مي را شريك مي( )mφ r  مانند رديفm ام نمايش تبديل

)هر تابع اختياري مانند بنابراين براي . شود مي )ψ r خواهيم داشت:  

  )12 (                                ( ) ( )
1

pL
p

m
p m

ψ φ
=

= ∑∑r r 
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عد زيرگروه مربوطه و بLp شود،  هاي كاهش ناپذير جمع بسته مي روي نمايش pكه در آن زيرنويس 

)توابع پايه  ){ }p
mφ r  نمايش كاهش ناپذيرp امpΓ هستند.  

  

  عملگرهاي تصوير

  :كنيم ما يك عملگر تصوير را بصورت تعريف مي

  )13 (                 ( )
ˆ

ˆ ˆpp p
mn mn

R

L
R R

g
∗

∈

Γ∑P
G

�  

   :خواهيم داشت بنابراين

  )1-14(
 

                  ( ) ( )p p
mn nΨ = Φr rP  

  )2-14(                 ( ) ( )p q p
mn i pq ni mδ δΦ = Φr rP  

)         )ويژگي توليد توابع پايه(   )3-14(   ) ( )p p q
mn n mΦ = Φr rP  

  :عملگر ديگري بصورت زير تعريف نمودتوان  ميهمچنين 

  )15   (                   p p
nn

n
∑P P�  

  :نتيجه گرفت كه) 15(و ) 14-1(به سادگي ميتوان از  بنابراين

  )16(                     ( )*
ˆ

ˆ ˆpp p

R

L
R R

g
χ

∈

= ∑P
G

  

  تعامد بزرگ ي قضيه

ارز يك گروه  هاي كاهش ناپذير و غير هم توان براي تمام نمايش ميپذيريم كه  بدون اثبات مي  :قضيه

  :داريم Gمانند 

  )17(                 ( ) ( )
ˆ

ˆ ˆi j
ij mp nqmn pq

R i

gR R
L

δ δ δ
∗

∈

Γ Γ =∑
G

  

  :توان مستقيماً نتيجه گرفت كه تعامد بزرگ مي ي از قضيه  :نتيجه

  )18(             ( ) ( ) ( )
ˆ

ˆj q q
R i jq ni mmn

R q

gR
L

δ δ
∗

∈

Γ Φ = Φ∑ r rP
G
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  :كه در آن  

  )19(                   ( ) ( ) ( )
1

ˆ
qL

q q q
R i n nin

R
=

Φ Φ Γ∑r rP �  

  

  روابط سازگاري و كاهش ها

توان دريافت كه  هايشان مي هاي تقارن نقاط با تقارن بالا و مقايسه جدول شاخص توجه به گروهبا 

هاي ساختار باند بلور فوتوني در هر قسمت داراي چه تقارني است و هر شاخه به  دهاي ويژه شاخهم

د مودها را بعلاوه ميتوان تعدا. شود چه تقارني روي نقاط مرزي ناحيه بريلويين كاهش ناپذير ختم مي

  . نيز بررسي كرد

  :هاي مربوطه در نظر بگيريد به عنوان مثال نقاط زير را همراه با زيرگروه

  )1-20(                { } 1
ˆ ˆ, y hE CσΔ = =M  

  )2-20 (              { } 1
ˆ ˆ, d hE CσΣ ′= =M  

  )3-20(                      4vCΓ Μ= =M M  

توان به سادگي ديد كه تعداد مودها، كه همان  مي  1hCو  4vCهاي  هاي گروه ضمن رجوع به خانواده

به عنوان مثال تعداد . هاي آنهاست هاي كاهش ناپذير آنها هستند دقيقاً برابر با تعداد خانواده نمايش

مود با  2و  5هر كدام به ترتيب داراي و ) چرا؟(باشد  مي 2و  5به ترتيب برابر  1hCو  4vCهاي  خانواده

ابيم كه ي در مي 1hCو  4vCهاي  هاي گروه با مقايسه جدول شاخصنيز  .باشند هاي مختلف مي تقارن

دهاي مA1  وB1 4درvC د به مA  1درhC شوند متصل مي .دهاي به همين ترتيب مA2  وB2 4درvC  به

د مB  1درhC اگر پس . هاي يكسان هستند ، زيرا داراي شاخصشوند متصل ميΔ  را بهΓ  نزديك

متصل  B2و  A2د به يكي از دو مB د م گردد، و متصل مي B1و  A1د به يكي از دو مA د م كنيم

و  A1د به يكي از دو مA د م نزديك كنيم Γرا به  Σاگر توان ديد كه  به طريق مشابه مي. گردد مي
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B2 كه گردد، در حالي متصل مي د مB د به يكي از دو مA2  وB1 با تعميم اين  ).چرا؟(گردد  متصل مي

  :رسيم بحث به ساير نقاط به جدولي مانند جدول زير مي

 
 

Γ 

 Σ Δ 

A1 A A 

A2 B B 

B1 B A 

B2 A B 

C A+B A+B 

Μ A1,B1 A 

× A2,B1 B 

C A+B 

Χ  A1,B1 × A 

A2,B2 B 
  

  .بلور فوتوني مربعي در ساختار باند هاي نقاط مختلف دها و سازگاري تقارننحوه تبديل م -1جدول 

  

}نقاط  ي طبق تعريف مجموعه }( )nκ كه منطبق بر نقاط شبكه معكوس ارزي هستند  نقاط هم

، Γ(1)ي  نقطهبه عنوان مثال تنها يك  .گيرند ام قرار ميnاز نظر فاصله تا مبدا در مرتبه و باشند  مي

(1)نقاط  ي كليه ي حال مجموعه. وجود دارد Γ(3) ي ، و چهار نقطهΓ(2) ي نقطهچهار  (1)
4: VCΓ Γ را  ∋

 Γ(1)منطبق بر  A1هاي كاهش ناپذير با تقارن  نمايشتعداد . گيريم در شبكه معكوس در نظر مي

  : زا عبارتست

  )21(           
( )1

4

ˆ
ˆ(1)

1
4

ˆ

# of representations on V

A
R

R C

V

N R
A

C

χ
∈Γ =
∑

  

 Γ(1)بر  دقيقاً R̂معكوس است كه نسبت به عملگر  ي تعداد نقاط ناوردا در شبكه R̂Nكه در آن 

را  R̂Nتوان  معكوس به سادگي مي ي با رجوع به آرايش قرار گرفتن نقاط شبكه. شوند منطبق مي
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به  Γ(2)و  Γ(1)براي  )هاي كاهش ناپذير يا نمايش(دها متعميم اين بحث به ساير با  .تعيين نمود

  :رسيم جدولي مانند جدول زير مي

  

 Ê 4
ˆ2C 2Ĉ ˆ2 xσ ˆ2 dσ 

(1)
R̂N ⎡ ⎤Γ⎣ ⎦

1 1 1 1 1 

(2)
R̂N ⎡ ⎤Γ⎣ ⎦

4 0 0 2 0 

A1 1 1 1 1 1 

A2 1 1 1 1 -1 

B1 1 -1 1 1 -1 

B2 1 -1 1 -1 1 

C 2 0 -2 0 0 

×2       ×2           ×2  
  

  .مربعي ي در شبكه Γ(2)و  Γ(1)دها و نقاط ناوردا براي شمارش تعداد م -2جدول 

  

  مثلثي ي شبكه

)مثلثي گروه تقارني اصلي  ي در شبكه )6 6 ,v vC S=   :گردد به فرم زير بيان مي ⋅

  )22(           { }1 1
6 6 6 3 3 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , , , , , , ,v x x x y y yS E C C C C C σ σ σ σ σ σ− −
′ ′′ ′ ′′=  

  :شوند هاي آن به شكل زير دسته بندي مي و خانواده

  )23(          ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1
6 6 6 3 3 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , , , , , , ,v x x x y y yS E C C C C Cσ σ σ σ σ σ− −
′ ′′ ′ ′′=  

قابل بيان اي بصورت زير  هاي تقارن نقطه توان دريافت كه گروه معكوس مي ي با رجوع به شبكه

  :هستند

  )1-24(                      6vCΓ =M  

  )2-24(                    { }1
3 3 3

ˆ ˆˆ ˆ, , ,3 x vE C C Cσ−
Κ = =M  

1 1 

0 0 

0 1 

0 0 

0 1
(1)Γ    

(2)Γ  
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  )3-24(                        { } 1
ˆ ˆ, y hE Cσ ′′Σ = =M  

  )4-24(                     { }2 2
ˆˆ ˆ ˆ, , ,y x vE C Cσ σ′′ ′′Μ = =M  

  )5-24(                { } 1
ˆ ˆ, x hE CσΤ = =M  

  .شوند دو بعدي مثلثي به همراه نقاط با تقارن بالا ديده مي ي بريلويين اول شبكه ي شكل بعد ناحيه در

  

  

  

  

  
  

  

  .)چپ(و عملگرهاي تقارن ) راست( معكوس بلور فوتوني مربعي ي نقاط با تقارن بالا در شبكه -2شكل 

  

  .در زير آمده است C3vو  C6vهاي گروههاي  جدول شاخص

3vC Ê 3
ˆ2C ˆ3 xσ 

A1 1 1 1 

A2 1 1 -1 

C 2 -1 0 

  .C3vهاي گروه  شاخص -3جدول 

6vC Ê 6
ˆ2C 3

ˆ2C 2Ĉ ˆ3 yσ ˆ3 xσ 

A1 1 1 1 1 1 1 

A2 1 1 1 1 -1 -1 

B1 1 -1 1 -1 1 -1 

B2 1 -1 1 -1 -1 1 

C1 2 1 -1 -2 0 0 

C2 2 -1 -1 2 0 0 

  .C6vهاي گروه  شاخص -4جدول 
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برابر شش  C6vهاي كاهش ناپذير  تعداد مودها يا نمايشرود  انتظار مي) 23(كه با رجوع به  همانطور

دها در بلور فوتوني سازگاري ميان م 5در جدول  .برابر است 4باشد كه با تعداد رديفهاي جدول  مي

  .مثلثي نيز ارايه شده است

  

  ساختار باندتقارن در 

  .ها ديد يج اعمال نظريه گروه را بر تقارنتوان به راحتي نتا چنانچه شبكه تهي را در نظر بگيريم مي

  

  
 .تهي ي ساختار باند بلور فوتوني مربعي براي شبكه -3شكل 

  
  .ساختار باند شبكه تهي با اختلال مربعي كوچك براي قطبش الكتريكي -4شكل 



 

 

هادوقطبي در آنبندي بلورهاي فوتوني و تابشگروه 162  

 

Γ  

 Τ Σ 

A1  A A 

A2 B B 

B1 A B 

B2 B A 

C1,C2 A+B A+B 
Κ A1  B 

× A1 B 

C A+B 

Μ A1,B1 × A 

A2,B2 B 

  .بلور فوتوني مثلثي هاي نقاط مختلف در ساختار باند و سازگاري تقارن دهاتبديل م ي نحوه -5جدول 

  

در  توان به راحتي دريافت كه چرا مثلاً مقايسه كنيم مي 2را با شكل  2چنانچه نتايج محاسبات جدول 

هايي كه به نقاط  توان ديد كه تعداد شاخه به همين ترتيب مي  .وجود دارد A1د تنها يك مΓ(1) نقطه 

Χ(1) ،Μ(1) و ،Γ(2)  اي نظير آنچه در  به علاوه با محاسبه. 4، و 4، 2رسند به ترتيب برابر است با  مي

دهاي موجود در رئوس و اضلاع ناحيه بريلويين كاهش ناپذير را انجام شده است تعداد ساير م 2جدول 

ها به  صالات شاخهات ي اطلاعات تقارن در ساختار باند و نحوه 5از سوي ديگر جدول . توان يافت مي

  .به خوبي مشخص خواهد شد 4جدول با شكل  ي نمايد، كه از مقايسه تبيين مي همديگر را كاملاً

  

  تئوري گروه در سه بعد

  :براي عملگرهاي ميدان الكتريكي و مغناطيسي داشتيم

  )1-25 (           ( ) ( ) ( ) ( )2
0

1
E

r

k
ε

= ∇×∇× =E r E r E r
r

L  

  )2-25  (               ( ) ( ) ( ) ( )2
0

1
H

r

k
ε
⎡ ⎤

= ∇× ∇× =⎢ ⎥
⎣ ⎦

H r H r H r
r

L  
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) اگر ،اي در مقايسه با توابع نرده )F r ،ها  اعمال عملگرهاي تقارن بر آن ي نحوه يك تابع برداري باشد

  :بصورت زير است

  )26 (                ( ) ( )1R̂ R R −F r F r
I I

�  

ijRو در آن  R⎡ ⎤= ⎣ ⎦
I باشد يك ماتريس متعامد مي .  

  :برقرارند روابط زير  :قضيه

)27 (                  ˆ, 0E R⎡ ⎤ =⎣ ⎦L  

  )28(                  ˆ, 0H R⎡ ⎤ =⎣ ⎦L  

  :داريم  :اثبات

  )29(              ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1
2

3

ˆ ˆ ˆ
b

R R R R R R b
b

− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥∇× = ∇× = ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

F r F r
I I I

 

} بردارعناصر در آن كه  }b شوند به شكل زير تعريف مي: 

)1-30(         ( )( ) ( )( )
( )( )

1 22 33 23 32 13 32 12 33

12 23 13 22

zy yz xz zx

yx xy

b R R R R F F R R R R F F

R R R R F F

= − − + − −

+ − −  

)2-30(           ( )( ) ( )( )
( )( )

2 23 31 21 33 11 33 13 31

13 21 11 23

zy yz xz zx

yx xy

b R R R R F F R R R R F F

R R R R F F

= − − + − −

+ − −  

)3-30(           ( )( ) ( )( )
( )( )

3 21 32 22 31 12 31 11 32

11 22 12 21

zy yz xz zx

yx xy

b R R R R F F R R R R F F

R R R R F F

= − − + − −

+ − −
 

 :دارد كه بيان ميقضيه اساسي جبر 

)31(               ( ) ( ) ( )1ˆ ˆR R R−⎡ ⎤∇× = ∇×⎣ ⎦F r F r
I  

 :توان نوشت حال مي

)32(                      
( ) ( ) ( )

( ) ( ){ }

1 1

1 1

1ˆ ˆ ˆ ˆ

1ˆ ˆ ˆ ˆ

E
r

r

R R R R

R R R R

ε

ε

− −

− −

⎡ ⎤
= ∇×∇× ⋅ =⎢ ⎥

⎣ ⎦
⎛ ⎞

∇×∇× ⋅⎡ ⎤⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎜ ⎟
⎝ ⎠

r

r

L
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:آيد پس از ساده كردن بدست مي
 

)33(      

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) [ ]{ } ( ) [ ]

21 1 1 1

2 2

2

1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

1 1( ) ( )

E
r r

r r

E

R R R R R R R R

R R

R

ε ε

ε ε

− − − −= ∇× ∇× ⋅ = ∇× ⋅

= ∇× ⋅ = ∇×∇× ⋅

=

r r

r r
I I

I

L

L

  

1Rا توجه به ب = ±
I خواهيم داشت:  

)34(                          1ˆ ˆ
E ER R − =L L  

  :يا

  )35(                  ˆ , 0ER⎡ ⎤ =⎣ ⎦L 

  ■     .رجوع كنيد 6به تمرين ) 28(در مورد . رساند كه اين اثبات صورت قضيه را به اتمام مي  

 

) هاي شاخصروابط عملگري زير را با حال  )ˆ
n Rχ κ در نظر بگيريد: 

)1-36(                       ( ) ( )ˆ E
n n nR χ=κ κ κE r E r 

)2-36(                      ( ) ( )ˆ H
n n nR χ=κ κ κH r H r  

 :با توجه به معادلات ماكسول خواهيم داشت

    )1-37(              ( ) ( )0n njμ ω∇× = −κ κE r H r  

)2-37(                 ( ) ( )n nj εω∇× =κ κH r E r 

ˆ1را ضرب كرده و  R̂ عملگر تقارناز سمت چپ  ˆR R− دهيم را در وسط جا مي: 

)1-39(                 ( ) ( ) ( )1
0

ˆ ˆ ˆ ˆ
n nR R R j Rμ ω− ⎡ ⎤∇× = −⎣ ⎦κ κE r H r 

)2-39(               ( ) ( )0
E H
n n n nR jχ μ ω χ∇× = −κ κ κ κE r H r
I

 

 :آيد ميدان الكتريكي و مغناطيسي بدست مي شاخصزير بين دو  ي رابطهبنابراين 

)40(                       ( ) ( )ˆ ˆH E
n nR R Rχ χ=κ κ

I  

1Rاما چون  = ±
I پس:  
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)41(                                                              ( ) ( )ˆ ˆH E
n nR Rχ χ= ±κ κ 

Bشاخص  Bبراي ميدان مغناطيسي كه  بديهي است
nχ κ  شاخص ميدان هم مانندH  يعنيH

nχ κ  ،است

Dوضعيت  H ميدان جابجايي الكتريكيولي براي 
nχ κ توان نوشت مي. روشن نيست:  

)42(         ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆE
n r n n r n

E E
n r n n n

R R R R R Rε χ ε

χ ε χ

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤= =⎣ ⎦ ⎣ ⎦
= =

κ κ κ κ

κ κ κ κ

D r r E r r E r

r E r D r
  

  :آيد بدست ميبنابراين 

  )43 (                   ( ) ( )ˆ ˆD E
n nR Rχ χ=κ κ 

  

 بلور فوتونيپاسخ اپتيكي 

  :داريممعادلات ماكسول از از با آغ

  )1-44(                ( ) ( )
0

,
,

t
t

t
μ

∂
∇× = −

∂
H r

E r  

  )2-44 (            ( ) ( ) ( ) ( ){ }0, , ,r extt t t
t
ε ε∂

∇× = − +
∂

H r r E r P r  

به اين رابطه  ،يما هدر نظر گرفت εالكتريك كه در  دي قطبشغير از ، extPدر نظر داشته باشيد كه 

)الكتريك  غير ذاتي است كه با تابع دي قطبشميدان  extPيعني . شود اضافه مي )ε r  توصيف

  .شود نمي

  )1-45(                 ( ) ( ) ( ) ( )0, , ,r extt t tε ε∇ ⋅ = ∇ ⋅ +⎡ ⎤⎣ ⎦D r r E r P r 

)2-45(                       ( ), 0t∇⋅ =H r  

) حال ميدان برداري ),tQ r  

        )46(                     ( ) ( ) ( ), ,t tε=Q r r E r 

  :كنيم عملگري زير را تعريف مي ي و رابطه

)47(          ( )
( )

( )
2 2

2 2 22
0

1 1, ,extt t
c t tc ε ε
⎛ ⎞∂ ∂

− + =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
Q r P r

r
H 
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با كمك تابع گرين و كنيم  ميدان اعمال ميورودي  بلور فوتونيبه كمك سمت راست رابطه، به 

 :توان نوشت بحث شد مي 11همانطور كه در فصل . محاسبه خواهيم كردرا  خروجي

)1-48 (            ( ) ( ) ( )
2

2 2

1 G , It t t t
c t

δ δ
⎛ ⎞∂ ′ ′ ′ ′− + − − = − −⎜ ⎟∂⎝ ⎠

r r r rH
I I

 

  )2-48(          
( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ ( ) ( ) ( ) ( )}

2

,

sinc
n

T T L L
n n n n n

ct t t t
V

t t
α

ω ∗ ∗

′ ′ ′− − = − −

′ ′ ′− ⊗ + ⊗⎡ ⎤⎣ ⎦

∑
κ

κ κ κ κ

G r r

κ Q r Q r Q r Q r

I

  

  :توان نوشت ميرا ) 47(و جواب 

  )3-48(      ( ) ( )
( )

( )
2

3
22

0

1, G , ,extt d r dt t t t
tc ε ε
∂′ ′ ′ ′ ′ ′= − −
∂∫ ∫Q r r r P r

r

I
 

  زير  ي اوليهبا در نظر گرفتن شرايط 

)1-49 (                  ( )lim , 0t ext t
t→−∞

∂
=

∂
P r 

   )2-49(                       ( )lim , 0t ext t→−∞ =P r 

  :شود به شكل زير ساده مي) 48-3(جواب 

( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )}
( )

( )

3

0

2

2

1,

1sin ,

t

n

T T L L
n n n n n ext

t d r dt t t
V

t t t
t

κ αε

ω
ε

−∞

∗ ∗

′ ′ ′= − − ×

⎧ ⎫∂⎪ ⎪′ ′ ′ ′ ′− ⊗ + ⊗⎡ ⎤⎨ ⎬⎣ ⎦ ∂⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∫ ∫

κ κ κ κ

Q r

κ Q r Q r Q r Q r P r
r

G

  

  )50( 

 :كنيم زير را تعريف ميحال دو تابع 

)1-51(                   ( )
( )

( )
2 2

2 22
0

1 ,extt t
t tc ε ε
∂ ∂

=
∂ ∂

g P r
r

  

    )2-51(    ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )sin T T L L
n n n n nf t t t tω ∗ ∗′ ′ ′ ′− = − ⊗ + ⊗⎡ ⎤⎣ ⎦ κ κ κ κκ Q r Q r Q r Q r

I
 

 :گيري جزء به جزء با كمك انتگرال ) 50(پس . كه در آنها تابعيت مكاني مستتر است
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   )52(    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

2

t f t t t
f t t t dt f t t t dt

t t t t
∞ ∞

−∞−∞ −∞

′ ′∂ − ∂∂ ∂′ ′ ′ ′ ′ ′− = −
′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂∫ ∫

g
g g

I
I I

 

  :شود بدين شكل ساده مي

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( )

( )

3

0

1,

1cos ,

t

n

T T L L
n n n n n ext

t d r dt
V

t t t
t

αε

ω
ε

−∞

∗ ∗

′ ′= − ×

∂′ ′ ′ ′ ′− ⊗ + ⊗⎡ ⎤⎣ ⎦ ′∂′

∑∫ ∫
κ

κ κ κ κ

Q r

κ Q r Q r Q r Q r P r
r

  

)53 ( 

  :آيد و بدست مي دهيم انجام مي )52(مانند  گيري جزء به جزء مجددا انتگرال

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

3

0

3

0

1, sin

,

,1 sin

t

n n
n

T T L L ext
n n n n

t
T T ext

n n n n
n

t d r t t
V

t

t
d r dt t t

V

α

ω ω
ε

ε

ω ω
ε ε

−∞

∗ ∗

∗

−∞

′ ′= − − ×⎡ ⎤⎣ ⎦

′
⎡ ⎤′ ′⊗ + ⊗⎣ ⎦ ′

′ ′
′ ′ ′ ′+ − ⊗⎡ ⎤⎣ ⎦

∑∫ ∫

∑∫ ∫

κ

κ κ κ κ

κ κ
κ

Q r κ κ

P r
Q r Q r Q r Q r

r

P r
κ κ Q r Q r

r

 

  )54(    

  :كه برابر است با

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( )

0

*
3

0

,
,

,1 sin

ext

Tt
T n ext
n n n

n

t
t

t
d r dt t t

V

ε ε

ω ω
ε ε−∞

−
= +

′ ′ ′⋅
′ ′ ′−⎡ ⎤⎣ ⎦∑ ∫ ∫ κ

κ
κ

P r
Q r

r

Q r P r
Q r κ κ

r

  

  )55(   

)به عبارت ديگر چون  ) ( ) ( ), ,t tε=Q r r E r توان  فوق را به اين صورت هم مي ي است، رابطه

  :نوشت

  )56(           
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

0 0

3 *

, 1,

sin ,

Text
n

n

t
T

n n n ext

t
t

V

d r dt t t t

ε ε ε

ω ω
−∞

+ =

′ ′ ′ ′ ′ ′− ⋅⎡ ⎤⎣ ⎦

∑

∫ ∫

κ
κ

κ

P r
E r E r

r

κ κ E r P r   
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توان خروجي ميدان  را داشته باشيم، به ازاي هر ورودي ميبلور فوتوني  ي دهاي ويژهماكنون اگر 

  .محاسبه كرددر هر زمان و مكاني الكتريكي را 

  

  تابش دو قطبي 

  :يك دو قطبي به شكل زير را در نظر بگيريداكنون 

  )57(             ( ) ( ) ( )0, expext dt j j tδ ω δ= = − − +⎡ ⎤⎣ ⎦P r P d r r  

 :توان يافت مياز رابطه زير در بلور فوتوني ميدان الكتريكي را  .ممان دو قطبي است dكه در آن 

   )58(         
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ) ( )

*
0

0 0

1, ,
2

1 1

j t
T T T

d d n n n
n

T T
n n

et P t
V

j j

ω

ω
ε ε ε

ω ω δ ω ω δ

−

= − + ⋅

⎧ ⎫⎪ ⎪−⎨ ⎬
+ + − +⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ κ κ
κ

E r r κ E r E r d
r

κ κ

G

   

)كه در آن  ),d tE r اگر. ميدان تشعشع دوقطبي در بلور فوتوني است( ),tS r  را مقدار انرژي كه بطور

  :، خواهيم داشتكند تعريف كنيم عبور ميو در راستاي مشخص ميانگين در هر نقطه در واحد زمان 

  )59(           
( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ) ( ){ }

1, , , , ,
4
1 , , , ,
4 d d d d

t t t t t

t t t t

∗ ∗

∗ ∗

= + × +

= × + ×

S r E r E r H r H r

E r H r E r H r
  

  :در نتيجه    

  )60(              ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

* *

* *

1, , , ,
4

, ,

d d d d

d d d d

t t t t

t t

⎡∇ ⋅ = ⋅∇× − ⋅∇× +⎣

⎤⋅∇× − ⋅∇× ⎦

S r H E r E r H r

H r E E H r
 

  :داريم قطبشهاي  با توجه به معادلات ماكسول براي مولفه

  )1-61(                
0

d d
j

μ ω
= − ∇×H E 

  )2-61 (              ( )
0

d d d
j ε

ε ω
∇× = +H r E P 

 :ساده كردن داريم پس از
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   )62(           { } { }Im
4 2d d d d d d
jω ω∗ ∗ ∗∇ ⋅ = ⋅ − ⋅ = − ⋅S E P E P E P  

⋅∇0نداشته باشيم، آنگاه  چشمه اگر در محيط =S سازي خواهيم داشت پس از ساده. خواهد شد:  

  )1-63(   ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )*

0
0 0

,
Im

2 2

j t
T Td

d n n n
n

t e
V

ωω ω
ε ε ε

−⎧ ⎫−⎪ ⎪⎡ ⎤∇ ⋅ = − ⋅ + ⋅⎨ ⎬⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭
∑ κ κ
κ

P r
S P κ E r E r d

r  
  :و بنابراين

  )2-63(        ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2*

0 0
0

, T T
n n

n

t
V

πω δ δ ω ω
ε

⎡ ⎤′∇ ⋅ = − ⋅ −⎣ ⎦∑ κ
κ

S r r r E r d κ  

  :زيرحال با استفاده از اتحاد مشهور 

  )64 (               ( )00
0 0

1lim j
jδ

π δ ω ω
ω ω δ ω ω+→

= −
− ± −

∓P 

) جمله ، و توجه به اين كهعملگر مقدار اصلي است Pكه در آن  ) ( )T
nδ ω ω⎡ ⎤+⎣ ⎦κ  بدليل مثبت

)بودن  ) ( )T
nω κ بدست را انرژي تابشي كل بر واحد زمان  ،گاه مقدار ندارد و همواره صفر است هيچ

   :آوريم مي

  )65(                  
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

3

2 2

0
0

, ,

4
T T
n n

n

U t d t d r

V
πω δ ω ω
ε

∗

= ⋅ = ∇ ⋅ =

⎡ ⎤⋅ −⎣ ⎦

∫∫ ∫∫∫

∑ κ
κ

S r S S r

E r d κ

w
 

 :اگر عبارت جمع را به شكل زير به انتگرال تبديل كنيم

  )66 (                
( )

3 3
3

1
2
WSC

BZ BZ BZ

Vd d
Vκ

κ κ
π

∑ ≡∫∫∫ ∫∫∫� 

 :شود ميبه شكل زير ساده ) 65(عبارت 

  )67 (       
( )

( ) ( ) ( ) ( )
2 23 *

03
104 2

T TWSC
n n

n BZ

VU d
V κ

πω κ δ ω ω
ε π

∞

=

⎡ ⎤= ⋅ −⎣ ⎦∑∫∫∫ E r d κ 

دهاي از آنجاييكه م( )T
nκE هستند و  بهنجارd توان مقدار ميانگين  بنابراين مي ،هم مقدار ثابتي دارد

)مانند مناسبي  )*
eff 0 ⋅E r d  رد كردعمل جمع جاي عبارت داخل قدر مطلق گذاشت و عبارت را از: 
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  )68(          
( )

( ) ( ) ( )
2 2* 3

eff 03
104 2

TWSC
n

n BZ

VU d
V

πω κδ ω ω
ε π

∞

=

⎡ ⎤= ⋅ −⎣ ⎦∑∫∫∫E r d κ 

 :به شكل با تعريف چگالي حالات

  )69 (            ( )
( )

( ) ( )3
3

12
TWSC

n
n BZ

VD dω κδ ω ω
π

∞

=

⎡ ⎤−⎣ ⎦∑∫∫∫ κ� 

  :را به فرم زير بازنويسي نمود) 68(توان  مي

  )70(                    ( ) ( )
2 2*

eff 0
04

U D
V

πω ω
ε

= ⋅E r d  

)خود به خودي با  گسيلآهنگ  دانيم كه از مباني اپتيك كوانتومي مي )Dω ω حال با . متناسب است

) گاف فوتوني قرار گرفته باشددر  ωاگر ، )69(توجه به تعريف  ) 0D ω بنابراين گسيل  ،)چرا؟( =

  .خود به خودي در گاف نخواهيم داشت

  

  مراجع
[1] M. Tinkham, Group Theory and Quantum Mechanics, McGraw-Hill, 1964. 

[2] K. Sakoda, Optical Properties of Photonic Crystals, Springer, Berlin, 2001. 
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 .برقرار است) 18(گيري  تعامد بزرگ نشان دهيد نتيجه ي با استفاده از قضيه - 1

هاي  هاي كاهش ناپذير متفاوت، يا رديف نشان دهيد كه هر گاه دو تابع متعلق به نمايش - 2

اي داخلي  يك ضرب نرده: راهنمايي. (متفاوتي از يك نمايش يكاني باشند متعامد خواهند بود

 .)تعريف كنيد كه براي اين منظور مناسب باشد

 .ها را ثابت كنيد هاي تعامد شاخص تعامد بزرگ ويژگي ي استفاده از قضيه با - 3

)نشان دهيد  - 4 ) ( )
ˆ
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ارتباط اين نتيجه . باشد دهيد كه داراي تنها سه خانواده مي نشان C3vبا رجوع به تعريف گروه  - 5

 در چيست؟ 3با جدول 

 .را نشان دهيد) 28( ي درستي رابطه - 6

 .را بدست آوريد )63- 2( ي رابطه )64( ي از قضيهبا استفاده  - 7

)نشان دهيد در يك محيط همگن، چگالي حالات به فرم  - 8 ) 1ND ω ω باشد كه در آن  مي ∝−

N ابعاد فيزيكي مساله است. 

 اي است؟ چرا؟ بلور فوتوني زير داراي چه گروه تقارن نقطه - 9

 
 ي معكوس همواره با گروه تقارن شبكه اي نقطه توان ادعا نمود كه گروه تقارن ميآيا  -10

، و دويك، بلورهاي فوتوني  اي براي بحث جداگانههمواره يكسان است؟ ي اصلي  اي شبكه نقطه

  ).ي قبل توجه نماييد به حل مسئله: راهنمايي(ارايه دهيد  بعدي سه
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  14بخش 

  مبمباني اپتيك كوانتومي بلورهاي فوتوني، حالات چگاليده و جابجايي لَ

  

اعمال كوانتش ميدان در بلورهاي فوتوني  ي مباني اپتيك كوانتومي و نحوه ي اين بخش به مطالعه در

هاي كاربردي از اپتيك كوانتومي بلورهاي فوتوني توليد حالات  به عنوان مثال. خواهيم پرداخت

  .چگاليده در بلورهاي فوتوني و جابجايي لَمب در يك اتم شبه هيدروژن را خواهيم ديد

  

   بلورهاي فوتونيدر   اپتيك كوانتومي 

داشتيم و از آثار كوانتومي و گسستگي در ج الكترومغناطيس را به صورت كلاسيك در نظر امواتاكنون 

دهاي انتشار مبه  خواهيم از ديدگاه كوانتومي  در اين قسمت مي. كرديم طيف انرژي صرف نظر مي

بر حسب توابع پتانسيل برداري و معادلات ماكسول با آغاز از . بلورهاي فوتوني نگاه كنيم ي ويژه

  :اي داريم ردهن

)1-1(                   ( ) ( ), ,t t= ∇×B r A r  

    )2-1( 
            

( ) ( ) ( ),
, ,

t
t t

t
ϕ

∂
= −∇ −

∂
A r

E r r  

  :زير ناوردا هستند ي نسبت به تبديلات پيمانه) 1(توان ديد كه معادلات  مي
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)1-2(                ( ) ( ) ( ), , ,t t tξ→ +∇A r A r r  

)2-2 (
       

( ) ( ) ( ),
, ,

t
t t

t
ξ

ϕ ϕ
∂

→ −
∂
r

r r  

) يمتوان ميهمواره  ),tξ r كه  نيماي انتخاب ك را به گونه( ), 0tϕ =r از معادله در اين صورت . شود

  :سوم ماكسول

)3(                  ( ), 0t∇⋅ =D r  

  ):چرا؟(آيد  بدست مي

)4 (        ( ) ( ) ( ), , 0t tε⎡ ⎤∇ ⋅ ≡ ∇ ⋅ =⎣ ⎦A r r A r�  

كولمب  ي استفاده از پيمانه. شناسيم كولُمب تغيير يافته مي ي اخير را تحت عنوان پيمانه ي معادله

گردد، ولي بايد دقت شود كه تحت تبديل لورنتز  موجب سادگي عبارات بعدي در ساير محاسبات مي

ديگري مانند  ي بايست از پيمانه شد ميناوردا نيست و چنانچه احتياج به تغيير دستگاه مختصات با

  :لورنتز استفاده كرد كه در آن داريم ي پيمانه

  )5 (                 ( ) ( )1, , 0t j t
c t
∂⎛ ⎞⋅ = ∇ − ⋅ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

A r A r� �,  

)داشتن پتانسيل برداري  ،كولمب ي با در نظر گرفتن پيمانه ),tA r ، توان  مي )1(با استفاده از روابط و

  :بدست آوردبه سادگي هاي الكتريكي و مغناطيسي را  ميدان

)6(              =∇×B A  

)7( 
              t

∂
= −

∂
AE  

)دانيم كه  چون ميبنابراين  ),tA r امواج طولي فركانس صفر دارند، تنها و است صفر  فاقد بسامد

)توان  همواره مي ),tA r زيرا مجموعه امواج عرضي بلوخ يك بلور را بر حسب امواج عرضي بسط داد ،

  :لذا داريم. سازند اي كامل را توابع پايه مي فوتوني مجموعه

   )8 (
            

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )*1, T T
n n n n

n
t q t q t

V
∗⎡ ⎤= +⎣ ⎦∑ κ κ κ κ

κ
A r E r E r  

  :كه در آن
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)9 (             ( ) ( ) ( )exp T
n nq t j tα ω⎡ ⎤= −⎣ ⎦κ κ  

چون فقط با امواج  .يك تابع نوساني با زمان است كه به بسامدهاي ويژه ساختار باند وابسته است

)بالا نويس كنيم، در بقيه محاسبات  عرضي كار مي )T را نشان نخواهيم داد.  

  :مغناطيسي داريمهاي الكتريكي و  براي ميداندر نتيجه 

   )10(
      

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )*,
, n n n n n

n

t jt q t q t
t V

ω ∗∂
⎡ ⎤= − = −⎣ ⎦∂ ∑ κ κ κ κ

κ

A r
E r κ E r E r  

)11(     ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )*1, , n n n n
n

t t q t q t
V

∗⎡ ⎤= ∇× = ∇× + ∇×⎣ ⎦∑ κ κ κ κ
κ

B r A r E r E r  

)توابع  )nq tκ  دنداردر نوسانگر هماهنگ كوانتومي و فنا ) يا خلق(بقا شباهت ظاهري با عملگرهاي .

) اپتيك كوانتومي، مطابق روال استاندارد كوانتيزه كردن ميدان تابشيپس براي  )nq tκ  و مزدوج آن

( )*
nq tκ  كنيم ميزير جانشين  عملگرهايرا با:  

   )1-12 (
              

( ) ( ) ( )
0

ˆ
2n n

n

q t a t
ε ω

→κ κκ
=  

)2-12 (
             

( ) ( ) ( )* †

0

ˆ
2n n

n

q t a t
ε ω

→κ κκ
=  

)كه در آن به ترتيب  )ˆna tκ  و( )†ˆna tκ هاي بلوخ در بلور فوتوني مورد نظر عملگرهاي فنا و بقاي فوتون 

بندي كنوني اپتيك كوانتومي همواره كوانتش در جزء زماني فوتون  توجه نماييد كه در فرمول. هستند

  .شود دهد و جزء مكاني توسط اپتيك كلاسيك توصيف مي رخ مي

  

انرژي حال براي گذار از اپتيك كلاسيك به اپتيك كوانتومي لازم است كه ابتدا هاميلتوني 

دانيم كه فرم هاميلتوني در تصوير كوانتومي كاملا مشابه فرم  مي. كلاسيك را نوشتالكترومغناطيس 

  :لذا. كلاسيك آن است

)13 (
         

31
2 m eU d r U Uμ ε= ⋅ + ⋅ ≡ +∫∫∫ H H E E 

 :الكتريكي و مغناطيسي به صورت مجزا به شكل زير هستند كل كه در آن انرژي
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     )1-14 (
          

( ) ( ) 2 3
0

1 ,
2e rU t d rε ε= ∫∫∫ r E r 

)2-14 (
       

( ) 2 3

0

1 ,
2mU t d r
μ

= ∫∫∫ B r 

)براي بدست آوردن  ) 2
,tE r ،10(كنيم كه در  بر توابع بلوخ استفاده مي ميدان الكتريكيبسط  زا (

 :دهاي بلوخبا توجه به تعامد م. استذكر شده 

)15 (      ( ) ( ) ( ) ( )*
n n nndrε δ δ′ ′ ′ ′⋅ = −∫∫∫ κ κr E r E r κ κ  

 :)1تمرين ( خواهيم داشتسازي  پس از سادهدر نهايت 

)16 (
          

( )2 *
0 c.c.e n n n

n
U q qε ω ⎡ ⎤= +⎣ ⎦∑ κ κ

κ
κ 

  :براي كل انرژي ميدان مغناطيسي نيز با استفاده از اتحاد گرين خواهيم داشت

     )17(
 

( ) ( )

( )

*
* 3

0

*
* 3 *

0

c.c.

c.c.

n n
m n n

n

n n
n n n n

n

q qU d r

q q d r d

μ

μ

⎧ ⎫⎡ ⎤+⎪ ⎪= ∇× ⋅ ∇×⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
⎧ ⎫⎡ ⎤+⎪ ⎪⎡ ⎤= ⋅ ∇×∇× + × ⋅⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

∑ ∫∫∫

∑ ∫∫∫ ∫∫

κ κ
κ κ

κ

κ κ
κ κ κ κ

κ

E E

E E E E Sw
 

  

گيري مضرب صحيحي از  چنانچه حجم انتگرال. باشد نماد مزدوج مختلط مي .c.cكه در آن 

با  .كل بلور فوتوني برابر صفر خواهد بود ي هاي واحد باشد آنگاه انتگرال سطحي دربرگيرنده سلول

 :آيد بسيار مهم و كلي زير بدست مي ي نتيجهتوجه به تساوي فوق 

)18(                       m eU U=  

  :پس انرژي كل عبارتست از

)19 (
         

( )2 *
02 c.c.n n n

n
U q qε ω ⎡ ⎤= +⎣ ⎦∑ κ κ

κ
κ 

  زير كوانتومي  ي فوق با رابطه ي رابطه ي با مقايسه

)20 (            ( ) ( ) ( )† 1ˆ ˆ
2n n n

n
a t a tω ⎧ ⎫= +⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑ κ κ
κ

κ=H  

 :عملگرهاي بقا و فناو در نظر داشتن جبر 

      )1-21 (                     † † †ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, 1a a aa a a⎡ ⎤ ≡ − =⎣ ⎦ 
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      )2-21 (                    }{ † † † †ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, 2 1a a aa a a a a≡ + = + 

  :توان نوشت مي

  )1-22 (                      
0

ˆ
2

q a
ε ω

→
=  

  )2-22 (                    * †

0

ˆ
2

q a
ε ω

→
=  

  )3-22 (           
( )

* * † †

0

ˆ ˆ ˆ ˆ
2 n

qq q q aa a a
ε ω

⎡ ⎤+ → +⎣ ⎦κ
=  

  .براي رعايت اختصار نوشته نشده است nκزيرنويس  )22(و ) 21(روابط در 

  

  :دهد ند را افزايش مياب ي شماره κبردار موج بلوخبدون تغيير بقا عملگر 

)23 (                      †
1,ˆ 1n n na n += +κ κ κE E 

  :دهد ند را كاهش مياب ي شماره κبردار موج بلوخ بدون تغييردر حاليكه عملگر فنا 

)24 (                  1,ˆn n na n −=κ κ κE E  

  :كنيم را به شكل زير تعريف ميش عملگر شمارحال 

)25 (                 ( ) ( )†ˆ ˆ ˆn n nN a t a t=κ κ κ 

 :توان نوشت مي بنابراين براي هاميلتوني

)26 (           ( ) ( ) ( )1 1ˆ ˆ
2 2n n n n n

n n n
N Nω ω ω⎧ ⎫= + = +⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑ ∑ ∑κ κ
κ κ κ

κ κ κH = = =  

و مستقل از طيف و تعداد  صفر است ي دوم برابر با انرژي نقطه ي جمله) 26(توجه نماييد كه در 

توان ناشي از اصل عدم قطعيت  حضور اين مقدار انرژي را مي. هاي موجود در بلور فوتوني است فوتون

ند براي مدت محدودي داراي انرژي برابر صفر توا دانست كه به موجب آن هيچ مودي از مشددي نمي

كنند، ولي  آن را در محاسبات حذف مي بدليل عدم وابستگي اين جمله به ساير پارامترها معمولاً. باشد

  : كند نهايت ميل مي به هر حال مقدار آن واگرا است و به بي
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  )1-27  (             ( ) ( ) 3

1

1
2 2n n

n nBZ BZ

d
V

ω ω κ
∞

=

=∑ ∑∫∫∫
κ

κ κ==  

  ):2تمرين (به شكل زير بازنويسي كرد توان  را مي) 27(اما 

  )2-27(                 ( ) ( )
0

1
2 2n

n
D dω ω ω ω

∞

=∑ ∫
κ

κ ==  

توان به شكل  را ميو پتانسيل برداري ميدان الكتريكي  هايعملگر) 10(و ) 8(و ) 22(حال با كمك 

 :زير ساخت

  )1-28(             ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )† *

0

ˆ ˆ ˆ,
2 n n n n

n n

t a t a t
Vε ω

⎡ ⎤= +⎣ ⎦∑ κ κ κ κ
κ

A r E r E r
κ

=  

 )2-28(      ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )† *

0

ˆ ˆ ˆ,
2

n
n n n n

n
t j a t a t

V
ω
ε

⎡ ⎤= −⎣ ⎦∑ κ κ κ κ
κ

κ
E r E r E r

= 

  

  حالات چگاليده

شوند،  مشخص مي p̂و  x̂كه به ترتيب با عملگرهاي  pو اندازه حركت  xمكان براي دو كميت  اصولاً

  :اصل عدم قطعيت داريم بدليل پيروي از

    )29 (                     
2

x pΔ Δ ≥
=  

  :كه داراي ويژگي زير هستند 2Êو  1Êمانند  عدبدون بو سازگار عملگر نابراي دو در حالت كلي 

  )30 (               1 2 1 2 2 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, 1E E E E E E⎡ ⎤ = − =⎣ ⎦  

  :توان بصورت كلي نتيجه گرفت كه مي

     )31 (                   1 2
1
4

E EΔ Δ ≥  

1 خواهيم داشتضمن حفظ تقارن در حالت حداقل عدم قطعيت بديهي است كه 
1 2 2E EΔ = Δ اما . =

در  .ابدي آيد كه عدم قطعيت در يك كميت به بهاي افزايش در ديگري كاهش مي گاه پيش مي

  :توانيم داشته باشيم ترين حالت مي ساده
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     )1-32 (                   1
1
2

E gΔ =  

   )2-32 (                   2
1

2
E

g
Δ =  

  :توان سه وضعيت را تفكيك نمود در حالت كلي مي. عددي حقيقي و مثبت است gكه در آن 

  )1-33 (             1 2
1 , 0 1
2

E E gΔ < < Δ < <  

  )2-33 (                  1 2
1 , 1
2

E E gΔ = = Δ =  

  )3-33 (             2 1
1 1, 0 1
2

E E
g

Δ < < Δ < <  

اند، به اين معني كه واريانس  چگاليده شده 2Eو  1Eگوييم پارامتر  حالت اول و سوم به ترتيب مي در

1ميزان تغييرات آنها از 
اين بدان معني  .شود كمتر خواهد بود حالت غير چگاليده مطرح ميكه براي   2

صفر خلاء ناشي  ي هاي نقطه اي در ميدان كوانتومي كه از افت و خيزهاي كاتوره ي ست كه نوفها

حال چنانچه به طريقي سيگنال حاوي . تر از معمول است داراي سطح پايين در يك مولفه ،شود مي

 به نوفه سيگنالنسبت قابل توجهي در بهبود اطلاعات با كمك اين پارامتر ارسال شود بديهي است كه 

   .بدست خواهد آمد

  

توسط نور  1983هاي بِل و در سال  قابل ذكر است كه براي اولين بار حالات چگاليده در آزمايشگاه

و  1بسيار بزرگتر از  gها امكان توليد حالات بسيار چگاليده با  هم اكنون در آزمايشگاه. توليد شدند

  . ك روش تقويت پارامتري نور وجود داردبا كم 100حتي تا حدود 

  

ضمن عبور از يك بلور  با شدت زياد pωنور ليزر دمش با بسامد  ي يك جبهههاي  فوتوندر اين روش 

1تر  فوتون كم انرژيدو به دو، هر يك  ي غيرخطي با ويژگي غير خطي مرتبه
2r pω ω= شكنند مي .

فوتون به  1،000،000در  1گرچه سطح مقطع اين فرآيند بسيار ناچيز است و در عمل كمتر از 

هاي زياد آهنگ واكنش هنوز آن قدر  شوند، ولي در شدت هاي با طول موج دو برابر تفكيك مي فوتون
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Weak Signal Beam sω

Pump Beam pω
SqueezedState

 اين مكانيسم .هاي با طول موج بلند بدست آورد بالا هست كه بتوان تعداد قابل تشخيص از فوتون

  .باشد فرآيندي كاملاً كوانتومي است و با فيزيك كلاسيك قابل استدلال نمي

  

هاي شكسته شده  است با فوتون sωموج حاوي سيگنال را كه داراي بسامد  ي حال اگر يك جبهه

sباشد كه در حالت تشديد  مخلوط كنيم حاصل تقويت پارامتري سيگنال مي rω ω=  به حداكثر

دارد،  sωچه مقداري نسبت به فاز سيگنال  pωبسته به آنكه فاز جبهه موج دمش  معمولاً. رسد مي

هستند، فاصله در فاز  90°سيگنال، كه با هم داراي  ي سينوسي يا كسينوسي جبهه ي يكي از دو مولفه

 sωموج سيگنال پس از  ي پس در واقع جبهه. تقويت و ديگري به همان اندازه تضعيف خواهد شد

اي كه چگاليده  شود، و با قفل كردن روي فاز مولفه تقويت پارامتري به يك حالت چگاليده تبديل مي

شود  كوانتومي محدود مي ي ي كه به نوفهتوان نسبت سيگنال به نوفه بالاتر از حد عاد شده است مي

  .]1و2[ بدست آورد

 

  

 

  .نمايش تقويت پارامتري -1شكل 

  

  حالت همدوس

با  نوسانگر هماهنگيك  ي تهاي پايهفرض كنيد كn و مقادير ويژه انرژي آن باnE  نمايش داده

  : خواهند بودبه شكل زير آن انرژي  ي آنگاه نمايش اندازه حركت و مقادير ويژه. شوند

   )34(                ( ) ( )
2 21

2,
2

p
n nn

u p p n e H p
n

ααα α
π

−= =  

)35(                      1
2nE nω ⎛ ⎞= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
= 



 

 

اي بر اپتيك بلورهاي فوتونيمقدمه 181  

)ثابتي مختلط و  α در اينجا )nH pα توان به سادگي  ميآنگاه . باشند هاي هرميت مي اي چند جمله

  ي معادلهديد كه 

)1-36 (                         j
t
ψψ ∂

=
∂

H = 

  )2-36(                      
2

2 21 ˆ
2 2

Kx
m

= − ∇ +H =  

2كه در آن  4K mα�   :به شكل زير استخاصي داراي حل كلي ، =

)37 (               ( ) ( ) ( )1 2

0
, ,j n t

n n
n

p t C e u pωψ α
∞

− +

=

= ∑  

)بودن براي توابع  بهنجاراما شرط  ),p tψ عبارتست از: 

)38 (                     ( ) 2 2

0
, 1n

n
p t dp Cψ

∞ ∞

=−∞

= =∑∫ 

 :برقرار است توزيع پواسونزير با هاي خاص  nCكه به ازاي 

)39 (              ,
n

jn
n

eC e
n

λ
ϕλ ϕ

−
−= ∈\  

    .باشد اثر مي بودن بي بهنجاراختياري است و بر شرط  ϕفاز ) 39(در 

  

 :ناميم مييك حالت همدوس از كتهاي پايه يك نوسانگر هماهنگ را زير تركيب خطي حال 

   )40 (                    
1

12
2

0

n j n t
jn

n

e e e n
n

λ ω
ϕλλ

⎛ ⎞−∞ − +⎜ ⎟− ⎝ ⎠

=

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ 

0λمتناظر با  حالت همدوس ترين  برخي از مهم. دهيم نمايش مي 0ناميم و با  را حالت خلاء مي =

  :باشند ميبه قرار زير  هاي همدوس حالتهاي  ويژگي

  :است بهنجار) 40(يك حالت همدوس با تعريف  - 1

)41(                        1λ λ =  

  :λبرابر است با خود  λتعداد متوسط كوانتا در حالت همدوس  - 2
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)42 (                          N̂λ λ λ= 

ˆ†كه در آن  ˆˆN aa= باشد عملگر شمارش مي.  

  :آيد زير بدست مي ي از رابطه λمتوسط انرژي در حالت همدوس  - 3

)43 (                     1
2

λ λ ω λ⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

H =  

  :بدست آورد 0ء توان از حالت خلا هر حالت همدوس را مي - 4

      )44 (                        ( )ˆ 0Dλ λ= 

)در آن كه  )D̂ λ شود و به فرم زير است عملگر جابجايي ناميده مي:  

)1-45 (                    ( ) ( )†ˆ ˆexp exp
2

D aλλ ⎛ ⎞− Ω⎜ ⎟
⎝ ⎠

�  

)2-45 (                         je ϕλ −Ω = ±  
 كاملاًآن در زمان داشتي  و مقدار چشم را در نظر بگيريم ليزريك اگر ميدان توان نشان داد كه  مي

بايد به فرم  هماهنگنوسانگر  ي ضرايب بسط آن بر روي توابع پايهتوزيع آن آنگاه ، باشدسينوسي 

آل يك حالت  ايدهخروجي ليزر پس با تقريب صرف نظر از گسيل خود به خودي، . پواسون باشد

وتونهاي تابش شده از تعداد فاز نقطه نظر تئوري مفهوم توزيع پواسون آنست كه  .همدوس خواهد بود

ثابت نيست و با گذشت زمان مانند يك توزيع پواسون تغيير  Δtكاواك ليزر در هر فاصله زماني مانند 

است، بدين مفهوم كه كاواك ليزر ) اصطلاحاً ماركوفي(نمايد، كه محصول فرآيندي فاقد حافظه  مي

توان  لازم به يادآوري است كه مي. قبلي تابش كرده است Δtقادر نيست به خاطر بياورد چند فوتون در 

در واحد زمان همواره ثابت باشد آنگاه بر  ي گسيل شدهها تعداد فوتونچنانچه  )8تمرين ( نشان داد

  .داشتي ميدان خروجي ليزر صفر خواهد شد خلاف انتظار مقدار چشم

  

 آناليز تقويت پارامتري در بلور فوتوني

  :شوند داريم مشخص مي pو  sسيگنال و دمش ميدان كه به ترتيب با زيرنويسهايهاي  براي مولفه
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)1-46 (           ( ) ( ) ( ){ }2 2, s sj t j j t j
p p pt jA e eω θ ω θ− + −∗= −E r E r E r 

)2-46 (             ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }† *

0

ˆ ˆ ˆ, 0 - 0
2

s sj t j ts
s s s s st j a a

V
ω ωω ε ε

ε
−=Ε r Ε r Ε r= 

  :شود همانطور كه در بالا ديده مي

 ايم، هكردبسامد فرض تك ها را  ميدان -

، و بنابراين انتشار آنها بدون فرض كرديم بلور فوتوني ي ويژهد مرا و دمش سيگنال ميدان  -

 پذير است، و پراكنش و انعكاس امكان

از اثرات كوانتمي ميدان دمش بدليل شدت زياد آن صرف نظر و آنرا به شكل كلاسيك  -

 . كنيم توصيف مي

  ):چرا؟(دقت نماييد كه داريم 

  )1-47(                     [ ]ˆ ˆ ˆ, s
da i a j a
dt

ω= = −H
=

 

      )2-47 (                 
†

† †ˆ ˆ ˆ, s
da i a j a
dt

ω⎡ ⎤= =⎣ ⎦H
=

 

 :داراي حل زير هستند) 47(اما معادلات 

)1-48 (                   ( ) ( )ˆ ˆ 0 sj ta t a e ω−= 

  )2-48 (                ( ) ( )† †ˆ ˆ 0 sj ta t a e ω=  

  .دهد بقا را نشان مي كه وابستگي زماني عملگرهاي فنا و

  

 :داشته باشيم α حالت همدوسبراي در زمان اوليه كه كنيم  فرض مي 6به تمرين  رجوعحال با 

)49 (                     ( )ˆ 0sa α α α= 

غير در محيط را  قطبيدگيو سيگنال چه  دمش ي اكنون بايد بررسي كنيم كه اين حالت در باريكه

، دمشكه همراه با  نمايد ميدان الكتريكي مييك توليد  قطبيدگياين  .كند القا ميدو  ي خطي مرتبه
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ام (n+1)قطبيدگي مرتبه  ام nبر همين منوال از ميدان مرتبه . كند مرتبه دوم ايجاد مييك قطبيدگي 

  .كند ادامه پيدا مياين سلسله به همين شكل  وشود  القا مي

  

 :خواهيم داشت. گيريم مرتبه صفر را در نظر ميحال قطبيدگي 

)50 (                  ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }20 2ˆ ˆ, : , ,p st t tχ= +P r r E r E r 

)در اينجا  ) ( ){ }2χ r به . باشد سه مي ي دو است كه داراي رتبه ي تانسور نفوذپذيري غير خطي مرتبه

2با صرف نظر از جملات كلاسيك . براي نمايش ضرب داخلي بكار رفته است: علاوه عملگر 
pE  و

ˆ2ضعيف 
sEتوان نوشت ، و با نمايش تانسوري مي:  

  )51 (             ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 2ˆ ˆ, 2 , ,
j ki ijk p sP t E t E tχ≈r r r r  

                                                                                     

  :شود كه به فرم زير ساده مي

)52 (            
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

0 2

0

†

ˆ , 2
2

ˆ ˆ0 0s s

j k j k

s
i ijk

j t j j t j
p s s p s s

P t A
V

E E a e E E a eω θ ω θ

ω χ
ε

− + −∗ ∗

≈ ×

−

r r

r r r r

=

 

نشان  indEكند را با  مي القا فوتوني بلوردر را  Pكل  قطبيدگيكه كل ميدان الكتريكي حال 

 :خواهيم داشت. دهيم مي

)53 (               ( ) ( )1 2
ind s ind ind= + + +E E E E "

) اكنون  )0P  را به عنوانextP  كنيم محاسبه مي مجدداًرا القايي در نظر گرفته و ميدان: 

)54 (            ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 †

0

ˆ ˆ0 0
2

s sj t j j t js
ind s s s sjl r a e r a e

V
ω θ ω θω β β

ε
− + −∗ ∗= −E E E= 

  :دمش و سيگنال در بلور فوتوني است، و ي طول برهمكنش دو باريكه l در اينجا

)1-55 (                  
0

s

g

AF
v
ωβ

ε
= 

)ميانگين  F سرعت گروه و gvكه در آن ) ( ){ }2χ r باشد مي دهانسبت به توزيع م:  
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   )2-55 (             ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 31
i j kijk s p sF E E E d r

V
χ ∗ ∗∫∫∫ r r r r�  

)به طور مشابه  ) ( )1ˆ ,tP r آوريم را بدست مي: 

     )56 (          ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }21 2 1ˆ , : , ,p indt t tχ= +P r r E r E r 

  :يا  

  )57 (    
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

1 2

0

†

ˆ , 2
2

ˆ ˆ0 0s s

j k j k

s
i ijk

j t j t
s p s s p s

P t Al
V

E E a e E E a eω ω

ω χ
ε

β β−∗ ∗ ∗

=

+

r r

r r r r

=

                   

)براي  ) ( )2ˆ ,ind tE r  داريمبه طريق مشابه نيز: 

)58(          ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
2 2

2 †

0

ˆ ˆ ˆ, 0 0
2 2

s sj t j ts
ind s s s s

j l
t a e a e

V
ω ωβ ω

ε
−= −E r E r E r= 

  :نتيجه عبارتست از. كنيم ميدان را محاسبه مي )53( ي با توجه به رابطه

  )59(       ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }* †

0

ˆ ˆˆ , 0 0
2

s sj t j ts
s st j b e b e

V
ω ωω

ε
−= −E r E r E r= 

 :شوند شكل زير تعريف مي با كمك استقراء به b̂†و  b̂كه در آن عملگرهاي تعميم يافته 

     )1-60 (                
( ) ( )

( ) ( )

2 42 4

3 53 5
†

ˆ ˆ0 1 0
2 4

ˆ 0
3! 5!

s

j
s

l l
b a

l l
e l aθ ϕ

β β

β β
β+

⎧ ⎫⎪ ⎪+ + + +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
⎧ ⎫⎪ ⎪+ + +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

� "

"

 

  )2-60(               
( ) ( )

( ) ( )

2 42 4
† †

3 53 5

ˆ ˆ0 1 0
2! 4!

ˆ 0
3! 5!

s

j
s

l l
b a

l l
e l aθ ϕ

β β

β β
β− +

⎧ ⎫⎪ ⎪+ + + +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
⎧ ⎫⎪ ⎪+ + +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

� "

"

  

  :تر زير هم نوشت به فرم ساده توان را مي) 60(اما روابط 

  )1-61(         ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )†ˆ 0 cosh 0 sinh 0j
s sb l a e l aθ ϕβ β++� 

)2-61 (               ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )† †ˆ 0 cosh 0 sinh 0j
s sb l a e l aθ ϕβ β− ++� 
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  :يا

  )62(            ( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( )††

ˆ cosh sinh ˆ0 0
ˆ ˆ 00 sinh cosh

j
s

j
s

l e lb a
ab e l l

θ ϕ

θ ϕ

β β

β β

+

− +

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  

  كه ) 12تمرين (توان ديد  مي

  )63(                      †ˆ ˆ, 1b b⎡ ⎤ =⎣ ⎦  

. به بيان ديگر جبر عملگرهاي فنا و بقاي جديد كاملاً به جبر عملگرهاي فنا و بقاي قبلي شباهت دارد

به . يمگوي بوگوليوبوف ميتبديل ، كند نميرا عوض و بقا فنا  عملگرهايكه جبر خاص به اين تبديل 

) توان گفت كه عبارت ديگر مي )†ˆ ˆ,b b از همريخت ينگاشت ( )†ˆ ˆ,a a است.  

  

)مانند  ميدان الكتريكيهر حال  ),trE تفكيك سينوسي و كسينوسي  توان به دو جزء را همواره مي

 :فاز دارند اختلاف 90°كه با هم  كرد

)1-64 (               ( ) ( ) ( ){ }1
1, , ,

2
s sj t j tt t e t e

j
ω ω−= − −E r r r*E E 

)2-64 (          ( ) ( ) ( ){ }2
1, , ,
2

s sj t j tt t e t eω ω−= +E r r r*E E 

 :خواهيم داشت )59(براي ميدان الكتريكي  در نتيجه

)65(            ( ) ( ) ( ){ }1 2
0

2 ˆ ˆ, , ,st q t p t
V
ω

ε
= +E r E r E r= 

  :كه در آن

  )1-66(                        ( )†ˆ ˆˆ
2
jp b b= −  

  )2-66 (                        ( )†1 ˆ ˆˆ
2

q b b= +   

1E 2وE اگر )13تمرين ( آنها سازگار نيستند عملگرهاياختلاف فاز دارند و چون  90° نسبت به هم ،

  .شدخواهد شود ديگري باز  چگاليدهيكي 
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pΔ  

qΔ  

1
2

 

lβ  

2
πθ ϕ+ =

  

 حالت خاصي كه رد
2
πθ ϕ+   :باشد، خواهيم داشت =

)1-67(                     1
2

lq e βΔ =  

)2-67(                          1
2

lp e β−Δ =                     

و اگر 
2
πθ ϕ+ =   :باشد، خواهيم داشت −

  )1-68(                   1
2

lq e β−Δ =  

  )2-68(                    1
2

lp e βΔ = 

1دقت كنيد كه در هر حال 
4

p qΔ Δ عدم قطعيت باقي خواهد  ي برقرار است، يعني موج در كمينه =

  . ماند

  

  

  

  

  

  .تغييرات در واريانس دو جزء متعامد موج سيگنال پس از تقويت پارامتري -2شكل 

  

pفضايي به فرم  اين آناليز به شرط تطبيق امپدانسدر پايان لازم به يادآوري است كه  s= +κ κ G 

معكوس  ي هر بردار شبكه Gكه اينجا توان نشان داد  به علاوه مي. دار باشد احتياج دارد تا معني

 تطبيق امپدانسبلور فوتوني امكان برقراري شرط  ي به بيان ديگر حضور تناوب در شبكه. تواند باشد مي

  .تر نموده است فضايي را بسيار آسان
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  چگاليدهتوليد حالات 
  :در نظر بگيريدباشد  كه در واقع يك ليزر پايدار با شدت خروجي زياد ميرا  ساز محلي نوسان يك

)69 (      ( ) ( ) ( ) ( )2 1, cos ,
2LO LO LO LOt t tω ω ϕ

ε
⎡ ⎤= + + Δ⎢ ⎥⎣ ⎦

ξ r E r E r=  

) ميانگين زماني آن بخاطر شدت خيلي زياد ) 0LO ≡E r براي ميدان الكتريكي داريم .است: 

)70(        ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 cos , ,LO LO LO LO LOt t tω ω ϕ
ε

+ −+ +E r E r E r E r=� � 

 :داريم 2و 1براي ميدانهاي  3مطابق شكل 

      )1-71 (                  1 1 1

ˆ
ˆ ˆ ˆ

2
LO s + −−

= ≡ +
ξ ξE E E 

     )2-71 (                 2 2 2

ˆ
ˆ ˆ ˆ

2
LO s + −+

= ≡ −
ξ ξE E E  

  :كه عملگرهاي جريان براي آشكارسازهاي نشان داده شده عبارتند از] 1[توان نشان داد  مي

)1-72 (                   det
1 1 1

2ˆ ˆ ˆeI σ ε
ω μ

− += ⋅E E
=

   

)2-72 (                   det
2 2 2

2ˆ ˆ ˆeI σ ε
ω μ

− += ⋅E E
=

 

خروجي توان  مي) 72(بر مبناي  آنگاه. باشند سطح مقطع آشكارساز مي detσبار الكترون و  eكه در آن 

   :عبارتست ازرا يافت كه آشكارساز هومودين 

  )73(            ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2ˆ ˆsin cosLO I II I t I t t tϕ χ ϕ χ ϕ⎡ ⎤= − ∝ +⎣ ⎦  

  :كه در آن

  )1-74(                 
4LO
πϕ ϕ= −  

)بين ي و نيز رابطه )1ˆ tχ  و( )2ˆ tχ  وˆ
s
±E عبارتست از:  

)2-74 (        ( ) ( ) ( )
† 4

2 1
ˆ ˆ ˆ ˆ

2
j j t

s s s t j t e eπ ωω χ χ
ε

+ − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = − −⎣ ⎦⎣ ⎦E E E r= 
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( )1ˆ tχ  و( )2ˆ tχ  باشد، با تنظيم چگاليده اگر يكي . دارند 90°با هم اختلاف فازLOφ در يك توان  مي

بيش از حد معمول كوانتومي  ي دوم را كه داراي نوفه ي جملهقفل كرد و  آن ي جملهروي  PLLحلقه 

براي . شود اي از چگونگي توليد حالات چگاليده ديده مي سادهنمودار  3در شكل . از بين برد است

  .مراجعه نماييد] 2[توضيحات بيشتر به 

  

  

  

  

  

  

  .آشكارساز متوازن همودين -3شكل 

  

  جابجايي لمَب

2و  2s ترازهاي در اتم هيدروژن بين p اتم هيدروژن ساختار ريز  هكه ب اختلاف انرژي وجود دارد

در . باشد  آثار الكتروديناميك كوانتومي الكترون ميناشي از نشان داده شده است كه موسوم است و 

. كند و دوباره جذبفوتون گسيل  تواند مرتباً به خودي خود ضمن حركت در مدار ميالكترون واقع 

و بوده اين فوتون مجازي البته ). 4شكل (توان تشريح نمود  پديده را ميتوسط نمودار فاينمن اين 

با اين وجود، جذب و تابش فوتونهاي مجازي توسط الكترون است  .مشاهده نخواهد بودقابل مستقيماً 

2و  2s ترازهاي بينگيري  كه موجب ايجاد شكاف انرژي قابل اندازه p گردد مي.  

  

از آنجاييكه تابع چگالي حالات در . ايم قرار داده يك بلور فوتونيفرض كنيد يك اتم هيدروژن را حال 

رود آهنگ گسيل خودبخود فوتون توسط الكترون  انتظار مي ،بلور فوتوني با خلاء بسيار متفاوت است

LO  

PD

PD

2 2
LO SE EE +

=  

Input Signal  

PhotoDetector  ( ) 1 2I t I I= −  

Beam Spiltter
PhotoDetector



 

 

كوانتومي بلورهاي فوتوني، حالات چگاليده و جابجايي لمبمباني اپتيك  190  

لذا . هاي فوتوني متوقف گردد در گاف به عنوان مثالهم بستگي بسيار شديد به بسامد داشته باشد و 

2و  2s ترازهاي بينبيني ميكنيم كه ميزان شكاف انرژي  پيش p  در اتم هيدروژني كه در بلور فوتوني

هنوز از نظر آزمايشگاهي  در حقيقت با وجود آنكه. قرار داده شده است نسبت به خلاء متفاوت باشد

بيني تاييد نشده است ولي همانطور كه در اينجا خواهيم ديد تئوري فرض ارايه شده را ثابت  اين پيش

 .]3[ كند مي

 

 
  

  .در بلور فوتوني توسط الكترون nκ دياگرام فاينمن تابش و جذب فوتون -4شكل 

  

 :شود همكنش به شكل زير نوشته ميهاميلتوني بر حال 

)75 (          ( ) ( )
2

2ˆˆ
ˆ ˆ ˆˆ ˆ

2 2 2e e e

e P e
m m m

− −′ = − ⋅ + ⋅
P A

P A A PH � 

فوتون در بلور فوتوني در عملگر پتانسيل برداري  Âعملگر اندازه حركت الكترون و  P̂كه در آن 

 با توجه به روابط زير حال . استكولُمب  ي پيمانه

)1-76 (                     ˆˆ , 0⎡ ⎤ ≠⎣ ⎦P A 

)2-76 (                       ˆ ˆ ˆˆ ˆ
j

⋅ = ∇ ⋅ + ⋅P A A A P= 

)3-76 (                    ( )ˆ ˆ ˆ 0ε ε ε∇ ⋅ = ∇ ⋅ + ∇ ⋅ =A A A 

 :)چرا؟( براي هاميلتوني خواهيم داشت

)77 (            ( )
ˆ ˆ ˆ log

2 r
e e

e ej
m m

ε− ⋅′ = − ⋅ ∇
A P AH = 

i j i 

nκ 
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بنابراين الكترون . كوچكتر استبلور فوتوني دوبروي الكترون به مراتب از ثابت شبكه موج طول اما 

)تغييرات و ناهمگني گذردهي عملاً )ε r توان از جمله دوم صرف نظر كرد ميلذا و كند  را حس نمي. 

 :بنابراين

)78(                   
( ) ( ) ( ) ( )†

0

ˆ ˆ

ˆˆ ˆ ( )
2

e

n n e n n e
n ne

e
m

e a t a t
Vm V ε ω

−′ = ⋅ =

− ⎡ ⎤+ ⋅⎣ ⎦∑ κ κ κ κ
κ

A P

E r E r P
κ

H

=
 

  :شود ء مرتبه اول و دوم است كه به شكل زير نوشته مياجزاتغيير در انرژي داراي اما 

)79 (               ( ) ( )1 2
2 2 2 2 2 2s p s p s pE E E− − −Δ = Δ + Δ +" 

)مرتبه اول غير نسبيتي جابجايي  )1
2 2 1.05GHzs pE −Δ كند و  در اثر حضور بلور فوتوني تغيير نمي ≈

)جابجايي مرتبه دو  ي بنابراين تنها به محاسبه )2
2 2s pE −Δ بدست  2از تئوري اختلال مرتبه . پردازيم مي

   :آيد مي

)80 (          ( )

( )
2

2 2

, ,
s p

j n i j n

i H j n j n H i
E

E E ω−

′ ′
Δ =

− −∑∑
κ

κ κ

κ=
  

j,كه  n j n= ⊗κ κ  تركيب حالت الكترون در حالتj  فوتون تك وnκ است. 

)81 (               ( )
( )

( ) ( )

2

2
2

2 2 2
0

ˆ

2
n e

s p
j ne n i j n

i jeE
m Vε ω ω ω ω−

⋅
Δ =

⎡ ⎤− −⎣ ⎦
∑∑

κ

κ

E r P

κ κ
  

 :داريم بلور فوتونييك الكترون آزاد در انرژي  2 ي جابجايي مرتبه برايحال 

)82 (            ( )

( ) ( )

2

2
2

2

,

1
2 2

e e
free

n e
e n

n
E

P
m m

ω

′ − −
=

⎧ ⎫⎡ ⎤− − + +⎨ ⎬⎣ ⎦⎩ ⎭

∑∑
G κ

P P κ G κ

P κ G κ

H = =

= =
 

e, در آن كه n− −P κ G κ= eتركيب حالت الكترون با  = − −P κ G=  .است nκ تك فوتون و =

  

=ePκآنكه تقريباً با در نظر گرفتن لذا  )و  � )
2

2
e

n
P
m

ω κ=   :خواهيم داشت) چرا؟(برقرارند  �
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  )83(                ( ) ( )
( )

2
2

2
2 2

0

ˆ

2
n e

free
ne n

eE
m Vε ω

⋅−
≈ ∑ κ

κ

E r P

κ
 

كه فقط يك الكترون دارد بدست  Z اتم شبه هيدروژن با عدد اتمييك اكنون جابجايي را براي 

و باند همسانگرد بيضوي  Γدر نقطه گاف مستيم  به عنوان يك تقريب براي بلور فوتوني اگر. آوريم مي

 :خواهيم داشتدر نوار هدايت يا نوار هوا  در نظر بگيريم

)84 (                      ( )
2 2

2c
cm

κω ω= +κ == = 

  :باشد فوتون ميجرم موثر  cmو  بسامد لبه گاف cω در آن كه

)85 (                       1 2
cm κ κω
− −

=Γ
= ∇ ∇

κ
=  

 :در باند هوا براي گاف همسانگرد عبارتست ازت چگالي حالاتوان نشان داد كه  مي

)86 (                   ( ) ( )3

2 3 ,
2

c c
c

mVD
ω ω

ω ω ω
π

−
= ≥

=
 

اي  كه مقدار ميانگين ضرب داخلي دو بردار با راستاهاي كاتوره ديدتوان  همچنين به سادگي مي

  :عبارتست از

  )87(                   ( ) ( )
2 221ˆ ˆ

3n e n e⋅ =κ κE r P E r P 

بلور زير بخاطر حضور يك اتم در  ي رابطهتوسط ام iجابجايي انرژي سطح داشتي  بنابراين مقدار چشم

  :شود فوتوني داده مي

)88(             
( ) ( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

2
2

2
2 2

0

22 22

2 2
0

ˆ , ,
2

6

n e
i

n j ne n i j n

ijn e ii

j n ne nn i j n

i j n j n ieE
m V E E

Pe E P
m V

ε ω ω

ε ωω ω ω ω

⋅ ′ ′−
Δ = −

− −

−
+

⎡ ⎤− −⎣ ⎦

∑ ∑∑

∑∑ ∑

κ

κ κ

κ

κ κ

E r P κ κ
κ κ

r
κκ

H H
=

�

 

  :كه در آن داريم

  )1-89 (                ˆ
ijP i j= P  
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  )2-89  (                       2 2
iiP i P i= 

 :شود انرژي به شكل زير ساده مي جابجاييبا توجه به رابطه فوق، 

)90 (             ( ) ( ) ( )
( ) ( )

222
2

2
06

i j ijn e
i

j ne n i j n

Pe
E

m V
ω ω

ε ω ω ω ω

−
Δ =

⎡ ⎤− −⎣ ⎦
∑∑κ

κ

E r

κ κ
  

 :آيد بدست مي 2pو  1sهاي  ربيتالحال با تعريف بسامد معادل گذار بين اُ

)91 (                  21 2 1ω ω ω−�  

 :را انجام دادتوان تبديل زير  همواره ميبكار ببريم ) 86(از ها را  چگالي حالت ي رابطهاگر 

)92 (   
( ) ( )

( )
( ) ( )

3

222
2121

1 1
2 2

c

c

n cn n c

D mVd
ω

ω
ω

ω ω ω π ωω ω ω ω

∞ −
= =

−⎡ ⎤− + Ω⎣ ⎦
∑ ∫
κ κ κ =

  

  كه در آن 

  )93(                  21cω ωΩ −�  

 :براي جابجايي انرژي داريم

)94(              ( )

( )
( )

232 22
2 22

0

( )
12 2

c ec
i j ij

je c c

meE P
m

ω ω
πε ω ω

−
Δ = −

+ Ω
∑

E r
=

  

 :توان نوشت براي عبارت جمع ميبه همين شكل 

)95 (                 ( ) ( )2 1 ˆ ˆ
i j ij a a jiijj j

ω ω− = − ⋅∑ ∑P P P PH H
=

 

 : به شكل زير باشد  اگر هاميلتوني اتمي

)1-96 (                     ( )
2

2a
P
m

ϕ= + rH  

)2-96 (                         ( )
2

4
Ze

r
ϕ

πε
−

=r  

 :واهيم داشتآنگاه خ
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)97 (           
( ) ( )

( ) ( )
( )

2

22
2 2 3

0

1 ˆ ˆ ˆ

0
2 2

i j ij
j j ii

i
i

Ze
d r

ω ω ϕ ϕ

ψ
ψ ϕ

ε

⎡ ⎤
− = − ⋅ =⎢ ⎥

⎣ ⎦

− ∇ = −

∑ ∑

∫

P P P P

r r

=

==
 

) ي كه در آن از رابطه ) ( )2

0

2 Ze
εϕ δ∇ =r r

 
شده  بهنجاراگر  sهاي  ربيتالبراي اُ. ايم استفاده كرده

 :ام باشندnباشند و در سطح 

   )1-98 (                  ( )
3

3 30n s
B

Z
n a

ψ
π

= 

  )2-98(                   ( )0 0n p
ψ =  

  :آوريم لذا در پايان بدست مي .شعاع بوهر است Baكه در آن 

)99 (            ( ) ( )

( )

2
34 4

2
2 2 22 2 3 2

0192 2
c ec

s p
B e c c

me ZE
a mπ ε ω ω

−Δ =
+ Ω

E r
=

  

1Zبه عنوان مثال براي اتم هيدروژن با  16و  = 1
21 1.53 10 seccω ω −= =  خواهيم داشت ×

2 0.25a
c

ω
π 2و  ∽

2
35

2
3.59 10 Kg

c
c a

m π
ω

−= ×= � .  

  

)اگر بنابراين  ) 2
1c eE r   :باشد، براي جابجايي انرژي خواهيم داشت �

)100 (                2 5 2
2 2

1 0.43 GHz
6s p eE m cα−Δ = ≈  
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  تمرين

 .را با كمك روابط ماقبل بدست آوريد) 18(و ) 16(روابط  - 1

 .را با استفاده از تعريف چگالي حالات بلور فوتوني تحقيق نماييد) 28(درستي رابطه  - 2

)ميدان مغناطيسي عملگر  - 3 )ˆ ,tB r را دست آوريد. 

 .است بهنجارهمواره تابعي  pدر فضاي ) 34(نشان دهيد  - 4

آيا اين تنها . برقرار است) 39(با انتخاب ) 37(براي تابع ) 38(بودن  بهنجارنشان دهيد شرط  - 5

 است؟بودن  بهنجاربراي  nCضرايب  ي جواب ممكن مجموعه

  آن چيست؟ ي مقدار ويژه. است âكت ويژه عملگر فنا يك  λثابت كنيد كه  - 6

 .نشان دهيد) 44(تا ) 41(هاي حالات همدوس را در روابط  ويژگي - 7

 :كنيم تعريف ميزير با كمك عملگر د تنها را براي يك م بدون بعد ميدان الكتريكيعملگر  - 8

( ) ( )( )†
0

ˆ ˆ ˆ,
2

i ijt e a e aθ θ−= −E r E r 

)و  فازي است ثابت θكه در آن  )0E r  داشتي  نشان دهيد مقدار چشم .است بهنجاردر مكان

) هماهنگنسبت به حالت خالص نوسانگر  ميدان الكتريكي ) ( )ˆ ˆ, ,t n t n=E r E r  از

)داشتي شدت ميدان  آيا مقدار چشم .اين حالت صفر است ) ( )2 2ˆ ˆ, ,E t n E t n=r r 

 هم صفر است؟ توجيه فيزيكي آن چيست؟

داشتي  مقدار چشم نشان دهيد 8يك حالت همدوس باشد، ضمن رجوع به تمرين  λاگر  - 9

)ميدان الكتريكي نسبت به حالت همدوس  ) ( )ˆ ˆ, ,t tλ λ=E r E r ًسينوسي  تابعي كاملا

نتيجه را براي عملگر پتانسيل برداري بدون  .آن را بيابيد ي و دامنه ، فازبسامد. در زمان است

)بعد  ) ( )( )†
0

ˆ ˆ ˆ,
2

i ijt e a e aθ θ−= +A r E r تكرار كنيد. 

 .را بيازماييد) 58( ي درستي رابطه -10

 .محاسبات روابط قبلي محاسبه نماييد ي را با استقراء و تكرار حلقه) 60(روابط  -11
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ˆ†ثابت كنيد  -12 ˆ, 1b b⎡ ⎤ =⎣ ⎦. 

)با توجه به تعريف عملگرهاي -13 )†1 ˆ ˆˆ
2

q b b= )و  + )†ˆ ˆˆ
2
jp b b= −

 
 كه نشان دهيد

[ ]ˆ ˆ,
2
jp q = −. 

 :روابط زير را اثبات كنيد -14

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 21 cosh sinh 2cos cosh sinh
4 2

q l l l lπβ β θ ϕ β β⎧ ⎫⎛ ⎞Δ = + + + −⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 21 cosh sinh 2cos cosh sinh
4 2

p l l l lπβ β θ ϕ β β⎧ ⎫⎛ ⎞Δ = + − + −⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭
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  پيوست الف

  عملگرهافضاي هيلبرت و جبر 

  

مفاهيم و قضاياي مربوط به فضاي هيلبرت، جبر عملگرها، و فضاي بِراكت  ي در اين پيوست به ارايه

  :شوند ابتدا تعاريف مقدماتي معرفي مي]. 1[پردازيم  مي

ناميم،  ميت كيك حالت فيزيكي سيستم را  ، و يا به سادگيبردار حالتتابع موج، يا يك : كت )1

   .شود نمايش داده مي αبا نماد  كه

}تمامي حالات ممكن يك سيستم را فضاي كت  ي مجموعه: فضاي كت )2 };α α= ∀K 

هاي مربع با بعد  ها، فضاي توابع، و فضاي ماتريس كت توان بين فضاي همواره مي .ناميم مي

 .هاي يك به يك تعريف نمود فضاي كت نگاشت

 : اعمال پايه )3

 :گردد به يك كت ديگر تبديل مي جمع دو كت در يك مجموعه )1- 3

, : ! ;α β γ α β γ∀ ∈ ∃ ∈K K + =

 

 :اي يك عدد در كت يك كت ديگر خواهد بود ضرب نرده )2- 3

, : ! ;c c cα γ α α γ∀ ∈ ∈ ∃ ∈C K K = =  
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0cچنانچه  لازم به ذكر است كه در مسايل فيزيكي معمولاً و  αباشد، آنگاه  ≠

c α ناميم و آنها را هم ارز مي به يك حالت دلالت دارند. 

 :شود نمايش داده مي 0 و با آيد از ضرب عدد صفر در هر كت دلخواه بدست مي :كت تهي )4

  ;0 0α α∀ ∈K = 

اي داراي ويژگي خطي زير  هاي جمع و ضرب نرده فضاي كت ها نسبت به عمل: خطي بودن )5

 :است

      ( )1 2 1 2 1 2, , ;c c c c c cα α α α∀ ∈ ∈ +C K + =  
در كت  -1توان ديد كه كت وارون نسبت به عمل جمع از ضرب عدد  از اينجا بلافاصله مي

  :آيد  اصلي بدست مي

                ; ! ; 0 ;α β α β α β∀ ∈ ∃ ∈ = −K K + = 

كنيم و با نماد  يك دوگان منحصر به فرد موسوم به بِرا تعريف مي αبراي هر كتي مانند : بِرا )6

α فضاي دربرگيرنده بِراها عبارتست از . دهيم نمايش مي{ };α α= ∀B . اين رابطه يك

αتوان نوشت  به يك را مي α↔ .اي  در حالت كلي اين نگاشت يك به يك به گونه

 :شود كه داشته باشيم تعريف مي

  
* *c c c cα β α βα β α β↔+ +  

 يك بِراكت كامل βمانند كت يك و  αمانند بِرا يك از ضرب داخلي : ضرب داخلي )7

α β α β≡ فرض . شود در آن برا همواره در سمت چپ نوشته مي آيد كه  بدست مي

هاي  پس به عنوان فرض. آيد يك عدد مختلط بدست مي كنيم همواره از ضرب داخلي مي

 :ار باشندزير برقر ي پذيريم كه رابطه سازگار مي

    
*, ;α β α β β α∀ ∈ ∈ =K B 

αپس  α  پذيريم كه ضرب داخلي داراي ويژگي زير  نيز مي). چرا؟(همواره حقيقي است

  :است
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                  ; 0α α α∀ ∈ ≥K 

توجه گردد كه اگر برا در سمت . كه در آن علامت تساوي تنها براي كت تهي برقرار است

βراست مانند  α  نوشته شود، دلالت بر ضرب خارجي دارد كه مفهومي كاملا متفاوت

ترتيب نوشتن براها و كتها كاملا معني دار  پس اصولاً. بدان اشاره خواهد شد و ذيلاً خواهد بود

اي را در هر سمتي از برا يا  در مقايسه ميتوان جاي عدد در ضرب نرده. و داراي اهميت است

  .كت قرار داد

به عنوان مثال . را يافت) 2(هاي مورد اشاره در تعريف  توان نگاشت به كمك ضرب داخلي مي

موج در مكان  ي توان به نمايش تابع ويژه مي xو بِراي مكان  αهاي  از ضرب داخلي كت

( )x xα α= نويسيم  در اين صورت مي. رسيد( )xα α  بيانگر تناظر يك  نماد و

 .به يك خواهد بود

داشته ) βو  α( βو  αدلخواه مانند ) برا(اگر براي دو كت : متعامدها و براهاي  كت )8

0αباشيم  β β α=  .نامند را متعامد مي) برا(آنگاه آن دو كت  =

αشود  تعريف مي αيا  αنُرم يك كت يا برا مانند : نُرم )9 α α . بنابراين تنها نُرم

 αيا  αبه ازاي هر كت يا بِراي دلخواه حال . كت يا بِراي تهي برابر صفر خواهد بود

 :ارزي مانند توان هم مي

1α α
α α

= 

                1α α
α α

=  

  .ناميم مي بهنجارها را  در اين صورت آن. يافت به گونه اي كه نُرم آنها برابر واحد باشد

از سمت راست اثر ها فقط از سمت چپ و بر روي برا فقط  بر روي كت عملگرها: عملگرها )10

 :نمايند ها يا براهاي جديد تصوير مي كنند و آنها را به كت مي

, ;α α∀ ∈ ∈ ∈A AK A K  
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                , ;α α∀ ∈ ∈ ∈A AB A B  

}در اينجا  };= ∀A AA ي مانند تمامي عملگرها ي مجموعهA دو عملگر مانند  .استA  و

Bيكسانند، اگر داشته باشيم:  

;α α α∀ ∈ =A BK  

 :ناميم اگر و فقط اگر را تهي مي Aعملگر: عملگر تهي )11

; 0α α∀ ∈ =AK  

 .دهيم نمايش مي 0̂با  عملگر تهي را معمولاً

 :ناميم اگر و فقط اگر را هماني مي Aعملگر: عملگر هماني )12

;α α α∀ ∈ =AK 

 عملگر هماني را معمولاً .ارز آن شود و نه به هم به خودش تصوير مي دقيقاً αتوجه كنيد كه 

 .دهيم نمايش مي 1̂با 

αو  α، يا αAو  αدر حالت كلي : هاي ويژه، براهاي ويژه، و مقادير ويژه كت )13 A 

cαارز نيستند، يعني  هم α≠A  وcα α≠A . اما براي هر عملگري مانندA  يك

na,هاي خاصي مانند  دسته كت n ∈N توان نوشت وجود دارد كه مي: 

; n n nn a a a∀ =A  

توجه شود كه . ناميم مي Aعملگر ي را مقادير ويژه naرا كت ويژه و  naدر اين شرايط 

آيد كه به ازاي دو يا چند  گاه پيش مي ضمناً. هاي ويژه نمايانگر بعد عملگر است تعداد كت

را نسبت به آن مقدار ويژه  Aدر اين صورت عملگر . كت ويژه تنها يك مقدار ويژه داريم

اي كه داراي  هاي ويژه تبهگني هم عبارت خواهد بود از تعداد كت ي ناميم و درجه تبهگن مي

   ي طبق تعريف، براهاي ويژه در رابطه. يكسان هستند ي مقدار ويژه

        † *; n n nn a a a∀ =A  
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بديهي است كه روابط . نام دارد Aدوگان هرميتي عملگر A†كنند كه در آن  صدق مي

  :دوگانگي زير برقرارند

         †↔A A 

         n na a↔  

توان  مي Aيك عملگر دلخواه مانند  naو براهاي پايه  αاز ضرب داخلي يك كت دلخواه 

اي كه  دست يافت، به گونه αبه يك نمايش برداري يا ماتريس ستوني براي 

m maα α α=.  به همين ترتيب يك عملگر دلخواه مانندB ها و براهاي  با كمك كت

داراي تناظري يك به يك با يك ماتريس مربع مانند  Aعملگر دلخواه  ي ويژه

m n mna a b=B B  است، كه آنرا نمايشB در فضايA ناميم مي.  

A=†اگر : عملگر هرميتي )14 A  آنگاهA ناميم را هرميتي مي. 

1اگر : عملگر يكاني )15 †− =A A  آنگاهA ناميم را يكاني مي. 

 :خطي است اگر و فقط اگر A يك عملگر مانند: خطيعملگر  )16

( ), ; c c c cα β α βα β α β α β∀ ∈ =A A AK + + 
آيد كه خود يك عملگر  از پشت سر هم نوشتن عملگرها ضرب آنها بدست مي: ضرب عملگرها )17

 :جديد خواهد بود

, ; ,∀ ∈ ∈A B AB BAA A 

AB≠ضرب عملگرها جابجاپذير نيست در حالت كلي  BA همواره داراي طبق تعريف ، ولي

  :پذيري است خاصيت اشتراك

              ( ) ( )= =A BC AB C ABC  

  :شود در عمل مفهوم ضرب عملگرها هنگام اثر كردن آنها بر يك بِرا يا كت مشخص مي

( ) ( )α α α= =AB A B AB  

( ) ( )α α α= =AB A B AB  

 .ضرب عملگرها صرف نظر نمودتوان از نوشتن پرانتزها در  كلي مي ي به عنوان يك قاعدهپس 
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A=†هاي ويژه يك عملگر هرميتي مانند  پذيريم كه كت مي :متعامد كامل ي مجموعه )18 A ك ي

توان  را مي αسازند، بدين مفهوم كه هر كت دلخواهي مانند  را مي متعامد كامل ي مجموعه

نمايش داد  Aعملگر  na ي هاي ويژه كتبه صورت يك تركيب خطي از 

n n
n

aα α=∑ كه در آن ،n naα α= است.   

عدد و  اي ، ضرب نردهكت را به همراه اعمال جمع Kهاي  فضاي كت :تعريف فضاي هيلبرت )19

  .ناميم يك فضاي هيلبرت ميها  كت و دوگان كت، و ضرب داخلي كت

): 1 قضيه )† † †=AB B A.  

  ■                    .مراجعه شود 2به تمرين : اثبات  

غير تبهگن  na هاي ويژه كتحقيقي بوده و  Aمانند يك عملگر هرميتي  naمقادير ويژه : 2قضيه 

  .آن متعامدند

)چون : اثبات   ) ( ), ; m n m n m nm n a a a a a a∀ = =A A A برقرار است پس:  

                *
n m n m m na a a a a a=  

m تبهگن نباشند لزوماً maو  naحال اگر  nm n a a≠ ⇒ mو  ≠ nm n a a= ⇒ حال . =

mحالت اگر    n=  را براي كت غير تهيna شود  در نظر بگيريم بلافاصله نتيجه مي
*

m ma a= . اگرna  تهي باشد باز هم خواهيم داشت* 0m ma a=  پس مقادير ويژه لزوماً .=

mبعد اگر حالت  ي در مرحله. حقيقي هستند n≠  با توجه به حقيقي بودن را در نظر بگيريم

  : مقادير ويژه ميتوان نوشت

              n m n m m na a a a a a=  

0mدر اين وضعيت تنها راه برقراري تساوي آنست كه  na a يا آنكه دو كت ويژه متعامد  =

  ■                    .اين پايان اثبات قضيه است. باشند

  .هاي ويژه مشترك خواهند بود اگر دو عملگر جابجاپذير باشند آنگاه داراي كت: 3قضيه 

  ■                     .مراجعه شود 8به تمرين : اثبات  
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  :مراجع
[1] J. J. Sakurai, Modern Quantum Mechanics, Rev. Ed., Addison-Wesley, Reading, 

1994, Chap. 1. 

  

  :تمرين

βضرب خارجي يك برا و يك كت دلخواه مانند  نشان دهيد - 1 α همواره يك عملگر است. 

 .را نشان دهيد 1درستي قضيه  - 2

تواند مجاز باشد؟  كت پشت سر هم مي آيا در حالت كلي نوشتن دو يا چند برا، يا دو يا چند - 3

 .در صورت پاسخ مثبت براي آن مفهومي ارايه نماييد

ت شان دهيد كه ك، و تعريف عملگر هماني نnαتعريف ،  αبا كمك بسط ) 18(در تعريف  - 4

به شكل توان يك عملگر هماني  ها و بِراهاي ويژه يك عملگر هرميتي همواره مي

1̂ n n
n

a a=∑ ساخت. 

و بردارهاي ويژه ) به جاي عملگرها(هاي مربع  با كمك مثال نقض براي ماتريس 2 ي در قضيه - 5

متعامد نيستند،  نشان دهيد اگر بردارهاي ويژه تبهگن باشند لزوماً) هاي ويژه به جاي كت(

 .مانند كه با وجود تبهگني متعامد باقي ميتوان مواردي را هم يافت  ولي مي

توان نوشت  باشند مي بهنجارهاي ويژه همگي  نشان دهيد كه اگر كت 2 ي در قضيه - 6

m n mna a δ= كه در آن ،mnδ دلتاي كرونكر است. 

nنشان دهيد عملگر  Bو  Aدو عملگر هرميتي مانند براي كتهاي ويژه  - 7 n
n

b a=∑U 

كند همان  را به هم وصل مي Bو  Aهاي ويژه  نشان دهيد نگاشتي كه كت. يكاني است

m ma b=U  و†
m mb a=U است . 

 .هاي عملگرهاي يكاني نشان دهيد و ويژگي 7را با كمك تمرين  3 ي قضيهدرستي  - 8
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 Aرا در فضاي يك عملگر هرميتي مانند Bيك عملگر  mnbهاي نمايش ماتريسي  اگر درايه - 9

 .بدست آورد mnbرا از  Bنگاشتي را نشان دهيد كه به كمك آن بتوان داشته باشيم 
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  پيوست ب

   بسامدنوارهاي  ي براي محاسبه MATLABهايي به زبان  برنامه

  

براي محاسبه و ترسيم نوارهاي باند   MATLABدر اين پيوست چهار برنامه بصورت جداگانه به زبان 

   :ارايه شده است  بسامد

  

1 - SharifPWE_BZplot.m  :در پيرامون  اين برنامه قادر به ترسيم ساختار باند فوتوني

هاي دايروي براي  با سوراخدو بعدي براي بلور فوتوني مربعي  ناحيه بريلويين غير قابل كاهش

 .باشد مي Hو  Eهر نسبت دلخواه ثابت گذردهي الكتريكي و شعاع و هر دو قطبش 

2 - SharifPWE_BZplotTri.m : قبلي است با اين تفاوت كه  ي اين برنامه همانند برنامه

 .نمايد بلور فوتوني مثلثي را تحليل مي

3 - SharifPWE_3DplotE.m : را براي قطبش  1 ي اين برنامه سطوح باند فوتوني برنامهE 

 .دهد بطور كامل نمايش مي

4 - SharifPWE_3DplotH.m : را براي قطبش  1 ي برنامه  اين برنامه سطوح باند فوتونيH 

  .دهد بطور كامل نمايش مي
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؛ پس )7الي  3 مثلاً(تعداد امواج تخت صفحه اي براي بسط در هر راستا است  Nها  در تمامي برنامه

)تعداد كل امواج برابر خواهد بود با  ) ( )2 1 2 1M N N= + × + .RES  تعداد تقسيمات طولي در امتداد

و  epa، و )0.5حداكثر (نسبت شعاع به ثابت شبكه  r، )10الي  5مثلا (ناپذير  كاهش ي پيرامون ناحيه

epb باشند زمينه مي الكتريك پس ها و دي به ترتيب گذردهي الكتريكي سوراخ.  
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 :   SharifPWE_BZplot.mي برنامه - 1
function SharifPWE_BZplot(N,RES,r,epa,epb) 
  
% 
%The ouput is the TE/TM band structure (first five bands) along pricipal  
%directions (G-X-M-G) of a square-lattice photonic crystal with unit cell  
%consisting of a substrate of "epb" relative permittivity with circular  
%rods(holes) of "epa" relative permittivity and radius "r". 
% 
%Usage is 
%   SharifPWE_BZplot(N,RES,r,epa,epb) 
% 
% N:   N in PWE algorithm (number at which the summations are truncated) 
% RES: number of the divisions on every side of BZ#1 
% r:   normalized radius of the circle of holes/rods (0<r<0.5) 
% epa: relative permittivity of holes/rods 
% epb: relative permittivity of the substrate 
% 
% Written by Amir Hosseini 
% for the Course Photonic Crystals 
% 
% (C) Copyright 2005 
% School of Electrical Engineering 
% Sharif University of Technology 
% All Rights Reserved 
% 
  
L=1; 
  
Band1=zeros(1,3*RES+1); 
Band2=zeros(1,3*RES+1); 
Band3=zeros(1,3*RES+1); 
Band4=zeros(1,3*RES+1); 
Band5=zeros(1,3*RES+1); 
  
Band1TM=zeros(1,3*RES+1); 
Band2TM=zeros(1,3*RES+1); 
Band3TM=zeros(1,3*RES+1); 
Band4TM=zeros(1,3*RES+1); 
Band5TM=zeros(1,3*RES+1); 
  
index=0; 
  
%GAMMA-X section 
for KappaX=0:pi/L/RES:pi/L 
   index=index+1; 
   KappaY=0; 
   W=PWETE(KappaX,KappaY,N,L,r,epa,epb); 
   WTM=PWETM(KappaX,KappaY,N,L,r,epa,epb); 
  
   dTM=eig(WTM); 
   dTM=sort(sqrt(dTM)); 
   Band1TM(index)=dTM(1); 
   Band2TM(index)=dTM(2); 
   Band3TM(index)=dTM(3);  
   Band4TM(index)=dTM(4); 
   Band5TM(index)=dTM(5); 
    
   d=eig(W); 
   d=sort(sqrt(d)); 
   %d=sort(d); 
   Band1(index)=d(1); 
   Band2(index)=d(2); 
   Band3(index)=d(3); 
   Band4(index)=d(4); 
   Band5(index)=d(5); 
end 
%X-M section 
for KappaY=0+pi/L/RES:pi/L/RES:pi/L 
   index=index+1; 
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   KappaX=pi/L; 
   W=PWETE(KappaX,KappaY,N,L,r,epa,epb); 
    
   d=eig(W); 
   d=sort(sqrt(d)); 
   %d=sort(d); 
   Band1(index)=d(1); 
   Band2(index)=d(2); 
   Band3(index)=d(3); 
   Band4(index)=d(4); 
   Band5(index)=d(5); 
    
   WTM=PWETM(KappaX,KappaY,N,L,r,epa,epb); 
  
   dTM=eig(WTM); 
   dTM=sort(sqrt(dTM)); 
   Band1TM(index)=dTM(1); 
   Band2TM(index)=dTM(2); 
   Band3TM(index)=dTM(3); 
   Band4TM(index)=dTM(4); 
   Band5TM(index)=dTM(5); 
end 
%M-Gamma section 
for KappaX=pi/L-pi/L/RES:-pi/L/RES:0 
   index=index+1; 
   KappaY=KappaX; 
   W=PWETE(KappaX,KappaY,N,L,r,epa,epb); 
   d=eig(W); 
   d=sort(sqrt(d)); 
   %d=sort(d); 
   Band1(index)=d(1); 
   Band2(index)=d(2); 
   Band3(index)=d(3); 
   Band4(index)=d(4); 
   Band5(index)=d(5); 
    
   WTM=PWETM(KappaX,KappaY,N,L,r,epa,epb); 
  
   dTM=eig(WTM); 
   dTM=sort(sqrt(dTM)); 
   Band1TM(index)=dTM(1); 
   Band2TM(index)=dTM(2); 
   Band3TM(index)=dTM(3); 
   Band4TM(index)=dTM(4); 
   Band5TM(index)=dTM(5); 
end 
  
MAX=max(max(Band3TM),max(Band3)); 
KAPPA_SCAN=zeros(size(Band1)); 
  
for i=1:2*RES+1 
   KAPPA_SCAN(i)=(i-1)*pi/L/RES; 
end 
for j=i+1:3*RES+1 
   KAPPA_SCAN(j)=(i-1)*pi/L/RES+(j-i)*pi/L/RES*sqrt(2); 
end    
KAPPA_SCAN; 
plot(KAPPA_SCAN*L,Band1*L/2/pi) 
hold 
plot(KAPPA_SCAN*L,Band2*L/2/pi) 
plot(KAPPA_SCAN*L,Band3*L/2/pi) 
plot(KAPPA_SCAN*L,Band4*L/2/pi) 
plot(KAPPA_SCAN*L,Band5*L/2/pi) 
  
plot(KAPPA_SCAN*L,Band1TM*L/2/pi,'--r') 
plot(KAPPA_SCAN*L,Band2TM*L/2/pi,'--r') 
plot(KAPPA_SCAN*L,Band3TM*L/2/pi,'--r') 
plot(KAPPA_SCAN*L,Band4TM*L/2/pi,'--r') 
plot(KAPPA_SCAN*L,Band5TM*L/2/pi,'--r') 
  
plot(KAPPA_SCAN(RES+1)*L,0:MAX*L/2/pi/100:MAX*L/2/pi) 
plot(KAPPA_SCAN(i)*L,0:MAX*L/2/pi/100:MAX*L/2/pi) 
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plot(KAPPA_SCAN(j)*L,0:MAX*L/2/pi/100:MAX*L/2/pi) 
title('Blue-Solid Line: E-polarization, Red-Dashed Line: H-polarization')  
% 
text(1.5,.05,['r/L=',num2str(r),', {\epsilon}_a=',num2str(epa),... 
    ', {\epsilon}_b=',num2str(epb)]) 
  
XLABEL('{\kappa}_n','FontSize',12) 
YLABEL('{\omega}_n','FontSize',12) 
hold off 
  
axis tight 
  
function W=PWETE(KappaX,KappaY,N,L,r,epa,epb) 
  
for q=-N:N 
    for p=-N:N 
        for n=-N:N 
            for m=-N:N 
                S_MATRIX((p+N+1)+(q+N)*(2*N+1),(m+N+1)+(n+N)*(2*N+1))=... 
                    SmnpqTE(m,n,p,q,KappaX,KappaY,L,r,epa,epb); 
            end 
        end 
    end 
end 
  
W=S_MATRIX; 
  
function Smnpq=SmnpqTE(m,n,p,q,Kappax,Kappay,L,r,epa,epb) 
  
Smnpq=(((2*pi/L)^2)*(m^2+n^2)+(4*pi/L)*(m*Kappax+n*Kappay)+(Kappay^2+Kappax^2))... 
    *Relative_Epsilon_Expansion(1/epa,1/epb,L,r,p-m,q-n); 
  
function W=PWETM(KappaX,KappaY,N,L,r,epa,epb) 
  
for q=-N:N 
    for p=-N:N 
        for n=-N:N 
            for m=-N:N 
                S_MATRIX((p+N+1)+(q+N)*(2*N+1),(m+N+1)+(n+N)*(2*N+1))=... 
                    SmnpqTM(m,n,p,q,KappaX,KappaY,L,r,epa,epb); 
            end 
        end 
    end 
end 
  
W=S_MATRIX; 
  
function Smnpq=SmnpqTM(m,n,p,q,Kappax,Kappay,L,r,epa,epb) 
  
Smnpq=(Kappax^2+Kappay^2+(2*pi/L)*((m+p)*Kappax+(n+q)*Kappay)+((2*pi/L)^2)*... 
    (m*p+q*n))*Relative_Epsilon_Expansion(1/epa,1/epb,L,r,p-m,q-n); 
function epmn=Relative_Epsilon_Expansion(epa,epb,L,r,m,n) 
  
Gmn=(2*pi/L)*sqrt(m^2+n^2); 
if r>0 
    if Gmn==0 
        epmn=epb+(epa-epb)*pi*(r^2)/L^2; 
    else 
        epmn=epb*mydelta(r*Gmn)+(-epb+epa)*2*pi*(r^2)/(L^2)*besselj(1,Gmn*r)/Gmn/r; 
    end 
else  
    if Gmn==0 
        epmn=epb; 
    else 
        epmn=0; 
    end 
end 
  
function output=mydelta(x) 
  
output=0; 
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if x==0 
   output=1; 
end 
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  :  SharifPWE_BZplotTri.m ي برنامه - 2
function PWE_BZ_plotTri(N,RES,r,epa,epb) 
  
% 
%The ouput is the TE/TM band structure (first five bands) along pricipal  
%directions (G-M-K-G) of a triangular-lattice photonic crystal with unit cell  
%consisting of a substrate of "epb" relative permittivity with circular  
%rods(holes) of "epa" relative permittivity and radius "r". 
% 
%Usage is 
%   SharifPWE_BZplotTri(N,RES,r,epa,epb) 
% 
% N:   N in PWE algorithm (number at which the summations are truncated) 
% RES: number of the divisions on every side of BZ#1 
% r:   normalized radius of the circle of holes/rods (0<r<0.5) 
% epa: relative permittivity of holes/rods 
% epb: relative permittivity of the substrate 
% 
% Written by Amir Hosseini 
% for the Course Photonic Crystals 
% 
% (C) Copyright 2005 
% School of Electrical Engineering 
% Sharif University of Technology 
% All Rights Reserved 
% 
  
L=1; 
  
Band1TE=zeros(1,3*RES+1); 
Band2TE=zeros(1,3*RES+1); 
Band3TE=zeros(1,3*RES+1); 
Band4TE=zeros(1,3*RES+1); 
  
Band1TM=zeros(1,3*RES+1); 
Band2TM=zeros(1,3*RES+1); 
Band3TM=zeros(1,3*RES+1); 
Band4TM=zeros(1,3*RES+1); 
  
KAPPA_SCAN=zeros(size(Band1TE)); 
index=0; 
kx=0; 
ky=0; 
%Calculation the Band Structure 
  
%GAMMA-M section 
for KappaX=0:pi/L/RES:pi/L 
   index=index+1; 
    
   KappaY=-KappaX/sqrt(3); 
   %PWE matrices 
   WTE=PWETET(KappaX,KappaY,N,L,r,epa,epb); 
   WTM=PWETMT(KappaX,KappaY,N,L,r,epa,epb); 
   dTE=eig(WTE); 
   dTM=eig(WTM); 
   %sorting the vector of the PWE matrices 
   dTE=sort(sqrt(dTE)); 
   dTM=sort(sqrt(dTM)); 
   %construction of the first 3 band 
   Band1TE(index)=dTE(1); 
   Band2TE(index)=dTE(2); 
   Band3TE(index)=dTE(3); 
   Band4TE(index)=dTE(4); 
    
   Band1TM(index)=dTM(1); 
   Band2TM(index)=dTM(2); 
   Band3TM(index)=dTM(3);  
   Band4TM(index)=dTM(4);   
    
   if index>1 
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      KAPPA_SCAN(index)=sqrt((KappaX-kx)^2+(KappaY-ky)^2)+KAPPA_SCAN(index-1); 
      kx=KappaX; 
      ky=KappaY; 
   else 
      KAPPA_SCAN(index)=0; 
   end 
end 
%M-K section 
for KappaX=pi/L+pi/3/L/RES:+pi/3/L/RES:4*pi/3/L; 
   index=index+1; 
   KappaY=sqrt(3)*KappaX-4*pi/sqrt(3); 
   %PWE matrices 
   WTE=PWETET(KappaX,KappaY,N,L,r,epa,epb); 
   WTM=PWETMT(KappaX,KappaY,N,L,r,epa,epb); 
   %eigen values vector of the PWE matrices 
   dTE=eig(WTE); 
   dTM=eig(WTM); 
   %sorting the vector of the PWE matrices 
   dTE=sort(sqrt(dTE)); 
   dTM=sort(sqrt(dTM)); 
   %construction of the first 3 band 
   Band1TE(index)=dTE(1); 
   Band2TE(index)=dTE(2); 
   Band3TE(index)=dTE(3); 
   Band4TE(index)=dTE(4); 
    
   Band1TM(index)=dTM(1); 
   Band2TM(index)=dTM(2); 
   Band3TM(index)=dTM(3);  
   Band4TM(index)=dTM(4);   
    
   KAPPA_SCAN(index)=sqrt((KappaX-kx)^2+(KappaY-ky)^2)+KAPPA_SCAN(index-1); 
   kx=KappaX; 
   ky=KappaY; 
  
end 
%K-Gamma section 
for KappaX=4*pi/3/L-4*pi/3/L/RES:-4*pi/3/L/RES:0 
   index=index+1; 
   KappaY=0; 
   %PWE matrices 
   WTE=PWETET(KappaX,KappaY,N,L,r,epa,epb); 
   WTM=PWETMT(KappaX,KappaY,N,L,r,epa,epb); 
   %eigen values vector of the PWE matrices 
   dTE=eig(WTE); 
   dTM=eig(WTM); 
   %sorting the vector of the PWE matrices 
   dTE=sort(sqrt(dTE));  
   dTM=sort(sqrt(dTM));  
   %construction of the first 3 band 
   Band1TE(index)=dTE(1); 
   Band2TE(index)=dTE(2); 
   Band3TE(index)=dTE(3); 
   Band4TE(index)=dTE(4); 
    
   Band1TM(index)=dTM(1); 
   Band2TM(index)=dTM(2); 
   Band3TM(index)=dTM(3);  
   Band4TM(index)=dTM(4);   
    
   KAPPA_SCAN(index)=sqrt((KappaX-kx)^2+(KappaY-ky)^2)+KAPPA_SCAN(index-1); 
   kx=KappaX; 
   ky=KappaY; 
end 
%plot the bands 
  
plot(KAPPA_SCAN*L,abs(Band1TE)*L/2/pi) 
hold 
plot(KAPPA_SCAN*L,abs(Band2TE)*L/2/pi) 
plot(KAPPA_SCAN*L,abs(Band3TE)*L/2/pi) 
plot(KAPPA_SCAN*L,abs(Band4TE)*L/2/pi) 
plot(KAPPA_SCAN*L,abs(Band1TM)*L/2/pi,'--r') 
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plot(KAPPA_SCAN*L,abs(Band2TM)*L/2/pi,'--r') 
plot(KAPPA_SCAN*L,abs(Band3TM)*L/2/pi,'--r') 
plot(KAPPA_SCAN*L,abs(Band4TM)*L/2/pi,'--r') 
%plot vertical lines to seperate Gamma-M, M-K and K-Gamma sections  
  
%section notations based on J.D. Joannopoulos's 
MAX=max(max(Band4TM),max(Band4TE)); 
  
plot(KAPPA_SCAN(RES+1)*L,0:MAX*L/2/pi/100:MAX*L/2/pi) 
plot(KAPPA_SCAN(2*RES+1)*L,0:MAX*L/2/pi/100:MAX*L/2/pi) 
plot(KAPPA_SCAN(3*RES+1)*L,0:MAX*L/2/pi/100:MAX*L/2/pi) 
  
title('Blue-Solid Line: E-polarization, Red-Dashed Line: H-polarization')  
text(1.5,.05,['r=',num2str(r),', {\epsilon}_a=',num2str(epa),... 
    ', {\epsilon}_b=',num2str(epb)]) 
text(0,-.046,['\Gamma']) 
text(KAPPA_SCAN(RES+1)*L,-.046,['M']) 
text(KAPPA_SCAN(2*RES+1)*L,-.046,['K']) 
text(KAPPA_SCAN(3*RES+1)*L,-.046,['\Gamma']) 
  
XLABEL('{\kappa}a','FontSize',12) 
YLABEL('{\omega}_n','FontSize',12) 
  
axis tight 
hold off 
  
function W=PWETET(KappaX,KappaY,N,L,r,epa,epb) 
  
for q=-N:N 
    for p=-N:N 
        for n=-N:N 
            for m=-N:N 
                S_MATRIX((p+N+1)+(q+N)*(2*N+1),(m+N+1)+(n+N)*(2*N+1))=... 
                    SmnpqTET(m,n,p,q,KappaX,KappaY,L,r,epa,epb); 
            end 
        end 
    end 
end 
  
W=S_MATRIX; 
  
function Smnpq=SmnpqTET(m,n,p,q,Kappax,Kappay,L,r,epa,epb) 
  
Rel=Relative_Epsilon_ExpansionT(1/epa,1/epb,L,r,p-m,q-n); 
Smnpq=(((2*pi/L)^2)*(m^2+(-m+2*n)*(-m+2*n)/3)+(4*pi/L)*... 
    ((m)*Kappax+1/sqrt(3)*(-(m)+2*(n))*Kappay)+(Kappay^2+Kappax^2))*Rel; 
  
function W=PWETMT(KappaX,KappaY,N,L,r,epa,epb) 
  
for q=-N:N 
    for p=-N:N 
        for n=-N:N 
            for m=-N:N 
                S_MATRIX((p+N+1)+(q+N)*(2*N+1),(m+N+1)+(n+N)*(2*N+1))=... 
                    SmnpqTMT(m,n,p,q,KappaX,KappaY,L,r,epa,epb); 
            end 
        end 
    end 
end 
  
W=S_MATRIX; 
  
function Smnpq=SmnpqTMT(m,n,p,q,Kappax,Kappay,L,r,epa,epb) 
  
Rel=Relative_Epsilon_ExpansionT(1/epa,1/epb,L,r,p-m,q-n); 
Smnpq=(((2*pi/L)^2)*(m*p+(-m+2*n)*(-p+2*q)/3)+(2*pi/L)*... 
    ((m+p)*Kappax+1/sqrt(3)*(-(m+p)+2*(n+q))*Kappay)+(Kappay^2+Kappax^2))*Rel; 
  
function epmn=Relative_Epsilon_ExpansionT(epa,epb,L,r,m,n) 
  
Gmn=(2*pi/L)*sqrt(m^2+1/3*(-m+2*n)^2); 
if Gmn==0 
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   epmn=epb+(epa-epb)*pi*(r^2)/((L^2)*sqrt(3)/2); 
   else 
   epmn=(-epb+epa)*2*pi*(r^2)/((L^2)*sqrt(3)/2)*besselj(1,Gmn*r)/Gmn/r; 
end 
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  :  SharifPWE_3DplotE.m ي برنامه - 3
function SharifPWE_3DplotE(N,RES,r,epa,epb) 
  
% 
%The ouput is the 3D E-polarization band structure (3 first band surfaces)  
%of a square-lattice photonic crystal with unit cell consisting of a  
%substrate of "epb" relative permittivity with circular rods(holes) of  
%"epa" relative permittivity and radius "r". 
% 
%Usage is 
%   SharifPWE_3DplotE(N,RES,r,epa,epb) 
% 
% N:   N in PWE algorithm (number at which the summations are truncated) 
% RES: number of the divisions on every side of BZ#1 
% r:   normalized radius of the circle of holes/rods (r<0.5) 
% epa: relative permittivity of holes/rods 
% epb: relative permittivity of the substrate 
% 
% Written by Amir Hosseini 
% for the Course Photonic Crystals 
% 
% (C) Copyright 2005 
% School of Electrical Engineering 
% Sharif University of Technology 
% All Rights Reserved 
% 
  
global Band1 Band2 Band3 KappaX KappaY 
  
L=1; 
indexX=0; 
for KappaX=-pi/L:pi/L/RES:pi/L 
   indexX=indexX+1;  
   indexY=0; 
   for KappaY=+pi/L:-pi/L/RES:-pi/L 
       indexY=indexY+1;    
       W=PWETE(KappaX,KappaY,N,L,r,epa,epb); 
       d=eig(W); 
       d=sort(sqrt(d)); 
       Band1(indexX,indexY)=d(1); 
       Band2(indexX,indexY)=d(2); 
       Band3(indexX,indexY)=d(3); 
   end 
end 
KappaX=-pi/L:pi/L/RES:pi/L; 
KappaY=+pi/L:-pi/L/RES:-pi/L; 
subplot(3,1,1) 
surf(KappaX,KappaY,Band1/2/pi) 
title(['E-polarization, first(lowest) surface, r/L=',... 
    num2str(r),', {\epsilon}_a=',num2str(epa),', {\epsilon}_b=',num2str(epb)]) 
subplot(3,1,2) 
surf(KappaX,KappaY,Band2/2/pi) 
title(['E-polarization, second surface, r/L=',num2str(r),... 
    ', {\epsilon}_a=',num2str(epa),', {\epsilon}_b=',num2str(epb)]) 
subplot(3,1,3) 
surf(KappaX,KappaY,Band3/2/pi) 
title(['E-polarization, third surface, r/L=',num2str(r),... 
    ', {\epsilon}_a=',num2str(epa),', {\epsilon}_b=',num2str(epb)]) 
  
%return 
  
figure 
surf(KappaX,KappaY,Band1/2/pi) 
hold on 
surf(KappaX,KappaY,Band2/2/pi) 
title(['E-polarization, first and second surfaces, r/L=',num2str(r),... 
    ', {\epsilon}_a=',num2str(epa),', {\epsilon}_b=',num2str(epb)]) 
hold off 
  
figure 
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surf(KappaX,KappaY,Band1/2/pi) 
hold on 
surf(KappaX,KappaY,Band2/2/pi) 
surf(KappaX,KappaY,Band3/2/pi) 
title(['E-polarization, first three surfaces, r/L=',num2str(r),... 
    ', {\epsilon}_a=',num2str(epa),', {\epsilon}_b=',num2str(epb)]) 
hold off 
  
figure 
contour(KappaX,KappaY,Band1/2/pi) 
axis equal 
title(['E-polarization, first(lowest) surface, r/L=',... 
    num2str(r),', {\epsilon}_a=',num2str(epa),', {\epsilon}_b=',num2str(epb)]) 
  
figure 
contour(KappaX,KappaY,Band2/2/pi) 
axis equal 
title(['E-polarization, second surface, r/L=',num2str(r),... 
    ', {\epsilon}_a=',num2str(epa),', {\epsilon}_b=',num2str(epb)]) 
  
figure 
contour(KappaX,KappaY,Band3/2/pi) 
axis equal 
title(['E-polarization, third surface, r/L=',num2str(r),... 
    ', {\epsilon}_a=',num2str(epa),', {\epsilon}_b=',num2str(epb)]) 
  
function W=PWETE(KappaX,KappaY,N,L,r,epa,epb) 
  
for q=-N:N 
    for p=-N:N 
        for n=-N:N 
            for m=-N:N 
                S_MATRIX((p+N+1)+(q+N)*(2*N+1),(m+N+1)+(n+N)*(2*N+1))=... 
                    SmnpqTE(m,n,p,q,KappaX,KappaY,L,r,epa,epb); 
            end 
        end 
    end 
end 
  
W=S_MATRIX; 
  
function Smnpq=SmnpqTE(m,n,p,q,Kappax,Kappay,L,r,epa,epb) 
  
Smnpq=(((2*pi/L)^2)*(m^2+n^2)+(4*pi/L)*(m*Kappax+n*Kappay)+(Kappay^2+Kappax^2))... 
    *Relative_Epsilon_Expansion(1/epa,1/epb,L,r,p-m,q-n); 
  
function epmn=Relative_Epsilon_Expansion(epa,epb,L,r,m,n) 
  
Gmn=(2*pi/L)*sqrt(m^2+n^2); 
if r>0 
    if Gmn==0 
        epmn=epb+(epa-epb)*pi*(r^2)/L^2; 
    else 
        epmn=epb*mydelta(r*Gmn)+(-epb+epa)*2*pi*(r^2)/(L^2)*besselj(1,Gmn*r)/Gmn/r; 
    end 
else  
    if Gmn==0 
        epmn=epb; 
    else 
        epmn=0; 
    end 
end 
  
function output=mydelta(x) 
  
output=0; 
if x==0 
   output=1; 
end 
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  :  SharifPWE_3DplotH.m ي برنامه - 5
function SharifPWE_3DplotH(N,RES,r,epa,epb) 
  
% 
%The ouput is the 3D H-polarization band structure (3 first band surfaces)  
%of a square-lattice photonic crystal with unit cell consisting of a  
%substrate of "epb" relative permittivity with circular rods(holes) of  
%"epa" relative permittivity and radius "r". 
% 
%Usage is 
%   SharifPWE_3DplotH(N,RES,r,epa,epb) 
% 
% N:   N in PWE algorithm (number at which the summations are truncated) 
% RES: number of the divisions on every side of BZ#1 
% r:   normalized radius of the circle of holes/rods (0<r<0.5) 
% epa: relative permittivity of holes/rods 
% epb: relative permittivity of the substrate 
% 
% Written by Amir Hosseini 
% for the Course Photonic Crystals 
% 
% (C) Copyright 2005 
% School of Electrical Engineering 
% Sharif University of Technology 
% All Rights Reserved 
% 
  
global Band1 Band2 Band3 KappaX KappaY 
  
L=1; 
indexX=0; 
for KappaX=-pi/L:pi/L/RES:pi/L 
    indexX=indexX+1;  
    indexY=0; 
    for KappaY=+pi/L:-pi/L/RES:-pi/L 
        indexY=indexY+1;    
        W=PWETM(KappaX,KappaY,N,L,r,epa,epb); 
        d=eig(W); 
        d=sort(sqrt(d)); 
        Band1(indexX,indexY)=d(1); 
        Band2(indexX,indexY)=d(2); 
        Band3(indexX,indexY)=d(3); 
    end 
end 
  
KappaX=-pi/L:pi/L/RES:pi/L; 
KappaY=+pi/L:-pi/L/RES:-pi/L; 
subplot(3,1,1) 
surf(KappaX,KappaY,Band1/2/pi) 
title(['H-polarization, first(lowest) surface, L=',num2str(L),', r=',... 
    num2str(r),', {\epsilon}_a=',num2str(epa),', {\epsilon}_b=',num2str(epb)]) 
subplot(3,1,2) 
surf(KappaX,KappaY,Band2/2/pi) 
title(['H-polarization, second surface, L=',num2str(L),', r=',num2str(r),... 
    ', {\epsilon}_a=',num2str(epa),', {\epsilon}_b=',num2str(epb)]) 
subplot(3,1,3) 
surf(KappaX,KappaY,Band3/2/pi) 
title(['H-polarization, third surface, L=',num2str(L),', r=',num2str(r),... 
    ', {\epsilon}_a=',num2str(epa),', {\epsilon}_b=',num2str(epb)]) 
  
%return 
  
figure 
surf(KappaX,KappaY,Band1/2/pi) 
hold on 
surf(KappaX,KappaY,Band2/2/pi) 
title(['H-polarization, first and second surfaces, L=',num2str(L),', r=',... 
    num2str(r),', {\epsilon}_a=',num2str(epa),', {\epsilon}_b=',num2str(epb)]) 
hold off 
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figure 
contour(KappaX,KappaY,Band1/2/pi) 
axis equal 
title(['H-polarization, first(lowest) surface, r/L=',... 
    num2str(r),', {\epsilon}_a=',num2str(epa),', {\epsilon}_b=',num2str(epb)]) 
  
figure 
contour(KappaX,KappaY,Band2/2/pi) 
axis equal 
title(['H-polarization, second surface, r/L=',num2str(r),... 
    ', {\epsilon}_a=',num2str(epa),', {\epsilon}_b=',num2str(epb)]) 
  
figure 
contour(KappaX,KappaY,Band3/2/pi) 
axis equal 
title(['H-polarization, third surface, r/L=',num2str(r),... 
    ', {\epsilon}_a=',num2str(epa),', {\epsilon}_b=',num2str(epb)]) 
  
function W=PWETM(KappaX,KappaY,N,L,r,epa,epb) 
for q=-N:N 
    for p=-N:N 
        for n=-N:N 
            for m=-N:N 
                S_MATRIX((p+N+1)+(q+N)*(2*N+1),(m+N+1)+(n+N)*(2*N+1))=... 
                    SmnpqTM(m,n,p,q,KappaX,KappaY,L,r,epa,epb); 
            end 
        end 
    end 
end 
W=S_MATRIX; 
function Smnpq=SmnpqTM(m,n,p,q,Kappax,Kappay,L,r,epa,epb) 
Smnpq=(Kappax^2+Kappay^2+(2*pi/L)*((m+p)*Kappax+(n+q)*Kappay)+((2*pi/L)^2)*... 
    (m*p+q*n))*Relative_Epsilon_Expansion(1/epa,1/epb,L,r,p-m,q-n); 
function epmn=Relative_Epsilon_Expansion(epa,epb,L,r,m,n) 
Gmn=(2*pi/L)*sqrt(m^2+n^2); 
if r>0 
    if Gmn==0 
        epmn=epb+(epa-epb)*pi*(r^2)/L^2; 
    else 
        epmn=epb*mydelta(r*Gmn)+(-epb+epa)*2*pi*(r^2)/(L^2)*besselj(1,Gmn*r)/Gmn/r; 
    end 
else  
    if Gmn==0 
        epmn=epb; 
    else 
        epmn=0; 
    end 
end 
function output=mydelta(x) 
output=0; 
if x==0 
   output=1; 
end 
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 Abelian (Commutative) Group )جابجايي(گروه آبلي 

 Acousto-optic Effect اثر نورصدا

 Allowed Frequency Gap بسامدنوار مجاز 

 Amplifier تقويت كننده

 Anisotropic ناهمسانگرد

 Annihilation Operator عملگر فنا

 Backward Travelling Wave موج پسرو

 Basis Vectors بردارهاي پايه شبكه

 Bloch-Floquet Theorem فلوكه-خوبل ي قضيه

 Bogolioubov Transformation تبديل بوگوليوبوف

  Bound State حالت مقيد

 Bra برا

 Bracket = Bra + (c) + Ket كت+برا= براكت 

 Brillouin Zones بريلويين ي ناحيه

 Causal System سيستم علّي
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 Cavity كاواك

 Character مشخصه

 Class خانواده

 Classical Diffraction Limit مرز كلاسيك پراش

 Coherent State حالت همدوس

 Colloids كولوئيدها

 Compatibility سازگاري

 Completeness Relation تماميت ي رابطه

 Conjugate  )يوغ هم(مزدوج 

 Constitutive Relations معادلات سازنده

 Constructive Interference تداخل سازنده

 Convolution پيچش

 Coulomb Gauge كولُمب ي پيمانه

 Coupled Photonic Crystal Resonator Array هاي مزدوج بلور فوتوني كاواك ي آرايه

 Creation Operator )خلق(عملگر بقا 

 Curl (Rotation) چرخش

 De Broglie's Wavelength طول موج دوبروي

 Defect نقص

 Demultiplexer تفكيك ساز

 Dense Wavelength Division Multiplexing مخابرات تفكيك طول موج چگال

 Density of States چگالي حالات

 Destructive Interference تداخل مخرب
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 Differential Transfer Matrix Method روش ماتريس انتقال تفاضلي

 Diffraction پراش

 Dipole Moment ممان دوقطبي

 Dipole Radiation تابش دوقطبي

 Dipole Source منبع دوقطبي

 Direct Gap گاف مستقيم

 Direct Laser Write نوشتن مستقيم ليزري

 Direct Sum مستقيمجمع 

 Dispersion پاشندگي

 Divergence واگرايي

 Double-periodic Function تابع دوتناوبي

 Electrochemical Etching تراش الكتروشيميايي

 Electromagnetic Wave موج الكترومغناطيس

 Electron Beam Lithography الكتروني ي پرتونگاري باريكه

 Electron Rest Mass جرم الكترون آزاد

 Element Order عضو ي رتبه

 Envelope Function تابع بسته

 Even Symmetry تقارن زوج

 Expectation Value داشتي مقدار چشم

 Fiber Optics Communications مخابرات فيبر نوري

 Field Quantization كوانتيزه كردن ميدان

 Fill Factor ضريب پرشدگي
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 Fine Structure ريزساختار 

 Flattening تسطيح

 Focused Ion Beam Etching متمركز يوني ي تراش باريكه

 Forbidden Frequency Gap بسامدنوار ممنوع 

 Forward Travelling Wave موج پيشرو

 Four-Fold چهارگون

 Fourier Transform تبديل فوريه

 Fourier-Bessel Transform فوريه-تبديل بسِل

 Frequency بسامد

 Full Gap گاف كامل

 Fundamental Propagating Mode مود پايه انتشار

 Fundamental Theorem of Algebra اساسي جبر ي قضيه

 Gap Width پهناي گاف

 Gap-to-Midgap Ratio نسبت گاف

 General Solution حل عمومي

 Great Orthogonality Theorem تعامد بزرگ ي قضيه

 Group Order گروه ي مرتبه

 Group Theory گروه ي نظريه

 Guided Mode مود هدايت شده

 Harmonic Oscillator نوسانگر هماهنگ

 Hermitian Adjoint دوگان هرميتي

 Hermitian Operator عملگر هرميتي
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 Holey Fiber فيبر سوراخدار 

 Holography هولوگرافي

 Homogeneous همگن

 Homomorphism جورريختي

 Host Dielectric الكتريك ميزبان دي

 Huygens’ Source منبع هويگنس

 Identity Operator عملگر هماني

 Impedance امپدانس

 Impedance Matching تطبيق امپدانس

 Impermeability نشت ناپذيري

 Imprinting نگاشت

 Incident Wave موج تابنده

 Incompatible Operators عملگرهاي ناسازگار

 Index زيرنويس

 Infrared فروسرخ

 Initial Field ميدان اوليه

 Integer Part جزء صحيح

 Interaction Hamiltonian هاميلتوني برهمكنش

 Interference تداخل

 Interlaced تنيده درهم

 Interwoven Helical Structure ساختار مارپيچ درهم بافته

 Invariant Points نقاط ناوردا
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 Inverse Fourier Transform تبديل عكس فوريه

 Inverse Opal Structure پال وارونساختار اُ

 Irreducible Representation نمايش كاهش ناپذير

 Irreducible Zone كاهش ناپذير ي ناحيه

 Isomorphism ريختي هم

 Isotropic همسانگرد

 Ket كت

 Kronecker’s Delta دلتاي كرونكر

 Lamb Shift جابجايي لَمب

 Layer-by-Layer Lithography پرتونگاري لايه لايه

 Leaky Mode مود نشتي

 Light Cone مخروط نور

 Light Emitting Diode ديود نوري

 Line Defect نقص خطي

 Lithography پرتونگاري

 Local Oscillator محليساز  نوسان

 Loss اتلاف

 Magnetic Field ميدان مغناطيسي

 Matrix Representation نمايش ماتريسي

 Maxwell’s Equations معادلات ماكسول

 Microlaser ريزليزر

 Microwave ريزموج



 

 

هاي فوتونيبلوراي بر اپتيك مقدمه 227  

 Mid-Gap (Central) Frequency مركزي گاف بسامد

 Mode مود 

 Mode Volume حجم مود

 Moore’s Law قانون مور

 Nano-Optics نانواپتيك

 Nearest Neighbour ترين همسايه نزديك

 Negative Refraction شكست منفي

 Nonhomogeneous (Inhomogeneous) ناهمگن

 Nonlinear Effects اثرات غيرخطي

 Non-relativitic غير نسبيتي

 Non-singular غيرتكين

 Normalization بهنجارش

 Null Operator عملگر تهي

 Number Operator عملگر شمارش

 One-to-One Correspondence تناظر يك به يك

 Opal Structure ساختار اپال

 Operator عملگر

 Optical Activity فعاليت اپتيكي

 Optical Cooling سردسازي نوري

 Optical Fiber فيبر نوري

 Optoelectronics الكترونيك نوري

 Orbital اُربيتال
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 Periodicity تناوب

 Permeability گذردهي مغناطيسي

 Permittivity گذردهي الكتريكي

 Phase Velocity سرعت فاز

 Phasor فازور

 Phonon فونون

 Phononic Crystal بلورهاي فونوني

 Photo-detector آشكارساز نوري

 Photon Recycling بازيافت فوتون

 Photonic Crystal بلور فوتوني

 Photonic Crystal Optical Fiber فيبر نوري بلور فوتوني

 Photonic Denisty of States فوتوني چگالي حالات

 Photonic Gap گاف فوتوني

 Piezoelectricity اثر پيزوالكتريك

 Planar Defect اي نقص صفحه

 Plane Wave Expansion Method روش بسط امواج تخت

 Plasma Frequency بسامد پلاسما

 Point Defect اي نقطهنقص 

 Point Source اي منبع نقطه

 Poission Distribution توزيع پواسون

 Polarization قطبش

 Poly Silicon سيليكون چندبلوري



 

 

هاي فوتونيبلوراي بر اپتيك مقدمه 229  

 Porjection Operator عملگر تصوير

 Potential Well چاه پتانسيل

 Process فرآيند

 Propagation انتشار

 Pseudo-periodic متناوب شبه

 Pump Beam دمش ي باريكه

 Quality Factor ضريب كيفيت

 Quantum Electrodynamics (QED) الكتروديناميك كوانتومي

 Quantum Optics اپتيك كوانتومي

 Quasi-Crystal بلور شبه

 Rank of Tensor تانسور ي رتبه

 Reducible Representation پذير كاهشنمايش 

 Reduction كاهش

 Reflected Wave موج بازتاب

 Refraction انكسار

 Repeater تكرارساز

 Rotational Symmetry تقارن دوراني

 Scalar اي نرده

 Scaling بندي مقياس

 Selection Rules قواعد انتخاب

 Self-adjoint Operator عملگر خودالحاق

 Semiconductor هادي نيمه
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 Set of Partners شركاء ي مجموعه

 Silicon Nanoparticles نانو ذرات سيليكون

 Similarity Transformation تبديل تشابه

 Sinusoidal Steady State حالت پاياي سينوسي

 Six-Fold گون شش

 Snell’s Law قانون اسنل

 Source چشمه

 Space-Time زمان- فضا

 Sparse Matrix كنُماتريس تُ

 Spectrum طيف

 Spontaneous Emission خودي هگسيل خودب

 Squeezed State حالت چگاليده

 State Vector بردار حالت

 Stepwise اي پله

 Stochastic اي كاتوره

 Strain رنشكُ

 Subroutine زيرروال

 Substrate Mode مود بستر

 Subwavelength زيرموج

 Super-prism Effect اثر ابرمنشور

 Symmetry تقارن

 Tensor تانسور
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 Threshold Current جريان آستانه

 Total-Field Scattered-Field Method ميدانِ پراكنش -روش ميدانِ كامل

 Transfer Matrix Method روش ماتريس انتقال

 Translational Symmetry تقارن انتقالي

 Triple-periodic Function تناوبي تابع سه

 Two-photon Lithography پرتونگاري دو فوتوني

 Unbounded State حالت غير مقيد

 Uncertainty Principle اصل عدم قطعيت

 Unit Cell سلول واحد

 Unitary Operator عملگر يكاني

 Vector بردار

 Vector Field ميدان برداري

 Vector Potential پتانسيل برداري

 Wafer Fusion پيوند ويفر

 Wave Equation موج ي معادله

 Waveguide بر موج

 Wavenumber عدد موج

 Weak Signal Beam سيگنال ضعيف ي باريكه

 Wigner-Seitz Cell سايتز-سلول ويگنر

 Woodpile Structure چوبي ي ساختار افرازه

 x X-Ray Interference Lithographyپرتونگاري تداخلي موج 

 Yablonovite ووايتنولياب
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 Coupled Photonic Crystal Resonator Array هاي مزدوج بلور فوتوني كاواك ي آرايه

 Photo-detector آشكارساز نوري

 Orbital اُربيتال

 Quantum Optics اپتيك كوانتومي

 Loss اتلاف

 Super-prism Effect اثر ابرمنشور

 Piezoelectricity اثر پيزوالكتريك

 Acousto-optic Effect اثر نورصدا

 Nonlinear Effects اثرات غيرخطي

 Uncertainty Principle اصل عدم قطعيت

 Quantum Electrodynamics (QED) الكتروديناميك كوانتومي

 Optoelectronics الكترونيك نوري

 Impedance امپدانس

 Propagation انتشار

 Refraction انكسار

 Pump Beam دمش ي باريكه
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 Weak Signal Beam سيگنال ضعيف ي باريكه

 Photon Recycling بازيافت فوتون

 Bra برا

 Bracket = Bra + (c) + Ket كت+برا= براكت 

 Vector بردار

 State Vector بردار حالت

 Basis Vectors شبكه بردارهاي پايه

 Frequency بسامد

 Plasma Frequency بسامد پلاسما

 Photonic Crystal بلور فوتوني

 Phononic Crystal بلورهاي فونوني

 Dispersion پاشندگي

 Vector Potential پتانسيل برداري

 Diffraction پراش

 Lithography پرتونگاري

 Electron Beam Lithography الكتروني ي پرتونگاري باريكه

 x X-Ray Interference Lithographyپرتونگاري تداخلي موج 

 Two-photon Lithography پرتونگاري دو فوتوني

 Layer-by-Layer Lithography پرتونگاري لايه لايه

 Stepwise اي پله

 Gap Width پهناي گاف

 Convolution پيچش
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 Coulomb Gauge پيمانه كولُمب

 Wafer Fusion پيوند ويفر

 Dipole Radiation تابش دوقطبي

 Envelope Function تابع بسته

 Double-periodic Function تابع دوتناوبي

 Triple-periodic Function تناوبي تابع سه

 Tensor تانسور

 Fourier-Bessel Transform فوريه-تبديل بسِل

 Bogolioubov Transformation تبديل بوگوليوبوف

 Similarity Transformation تبديل تشابه

 Inverse Fourier Transform تبديل عكس فوريه

 Fourier Transform تبديل فوريه

 Interference تداخل

 Constructive Interference تداخل سازنده

 Destructive Interference تداخل مخرب

 Electrochemical Etching تراش الكتروشيميايي

 Focused Ion Beam Etching تراش باريكه متمركز يوني

 Flattening تسطيح

 Impedance Matching تطبيق امپدانس

 Demultiplexer تفكيك ساز

 Symmetry تقارن

 Translational Symmetry تقارن انتقالي
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 Rotational Symmetry تقارن دوراني

 Even Symmetry تقارن زوج

 Amplifier تقويت كننده

 Repeater تكرارساز

 One-to-One Correspondence تناظر يك به يك

 Periodicity تناوب

 Poission Distribution توزيع پواسون

 Lamb Shift جابجايي لَمب

 Electron Rest Mass جرم الكترون آزاد

 Threshold Current جريان آستانه

 Integer Part جزء صحيح

 Direct Sum جمع مستقيم

 Homomorphism جورريختي

 Potential Well چاه پتانسيل

 Curl (Rotation) چرخش

 Source چشمه

 Photonic Denisty of States فوتوني چگالي حالات

 Density of States چگالي حالات

 Four-Fold چهارگون

 Sinusoidal Steady State حالت پاياي سينوسي

 Squeezed State حالت چگاليده

 Unbounded State حالت غير مقيد
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  Bound State حالت مقيد

 Coherent State حالت همدوس

 Mode Volume حجم مود

 General Solution حل عمومي

 Class خانواده

 Interlaced تنيده درهم

 Kronecker’s Delta دلتاي كرونكر

 Hermitian Adjoint دوگان هرميتي

 Host Dielectric الكتريك ميزبان دي

 Light Emitting Diode ديود نوري

 Completeness Relation تماميت ي رابطه

 Rank of Tensor تانسور ي رتبه

 Element Order عضو ي رتبه

 Plane Wave Expansion Method روش بسط امواج تخت

 Transfer Matrix Method روش ماتريس انتقال

 Differential Transfer Matrix Method روش ماتريس انتقال تفاضلي

 Total-Field Scattered-Field Method ميدانِ پراكنش -روش ميدانِ كامل

 Microlaser ريزليزر

 Microwave ريزموج

 Subroutine زيرروال

 Subwavelength زيرموج

 Index زيرنويس
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 Opal Structure پالساختار اُ

 Inverse Opal Structure پال وارونساختار اُ

 Woodpile Structure چوبي ي ساختار افرازه

 Fine Structure ساختار ريز

 Interwoven Helical Structure ساختار مارپيچ درهم بافته

 Compatibility سازگاري

 Optical Cooling سردسازي نوري

 Phase Velocity سرعت فاز

 Unit Cell سلول واحد

 Wigner-Seitz Cell سايتز-سلول ويگنر

 Causal System سيستم علّي

 Poly Silicon سيليكون چندبلوري

 Quasi-Crystal بلور شبه

 Pseudo-periodic متناوب شبه

 Six-Fold گون شش

 Negative Refraction شكست منفي

 Fill Factor ضريب پرشدگي

 Quality Factor ضريب كيفيت

 De Broglie's Wavelength طول موج دوبروي

 Spectrum طيف

 Wavenumber عدد موج

 Operator عملگر
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 Creation Operator )خلق(عملگر بقا 

 Porjection Operator عملگر تصوير

 Null Operator عملگر تهي

 Self-adjoint Operator عملگر خودالحاق

 Number Operator عملگر شمارش

 Annihilation Operator عملگر فنا

 Hermitian Operator عملگر هرميتي

 Identity Operator عملگر هماني

 Unitary Operator عملگر يكاني

 Incompatible Operators عملگرهاي ناسازگار

 Non-relativitic غير نسبيتي

 Non-singular غيرتكين

 Phasor فازور

 Process فرآيند

 Mid-Gap (Central) Frequency مركزي گاف بسامد

 Infrared فروسرخ

 Space-Time زمان- فضا

 Optical Activity فعاليت اپتيكي

 Phonon فونون

 Holey Fiber فيبر سوراخدار 

 Optical Fiber فيبر نوري

 Photonic Crystal Optical Fiber فيبر نوري بلور فوتوني
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 Snell’s Law قانون اسنل

 Moore’s Law قانون مور

 Bloch-Floquet Theorem فلوكه-خوبل ي قضيه

 Great Orthogonality Theorem تعامد بزرگ ي قضيه

 Fundamental Theorem of Algebra اساسي جبر ي قضيه

 Polarization قطبش

 Selection Rules قواعد انتخاب

 Stochastic اي كاتوره

 Cavity كاواك

 Reduction كاهش

 Ket كت

 Strain كرنش

 Field Quantization كوانتيزه كردن ميدان

 Colloids كولوئيدها

 Photonic Gap گاف فوتوني

 Full Gap گاف كامل

 Direct Gap گاف مستقيم

 Permittivity گذردهي الكتريكي

 Permeability گذردهي مغناطيسي

 Abelian (Commutative) Group )جابجايي(گروه آبلي 

 Spontaneous Emission خودي هگسيل خودب

 Sparse Matrix كنُماتريس تُ
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 Set of Partners شركاء ي مجموعه

 Dense Wavelength Division Multiplexing مخابرات تفكيك طول موج چگال

 Fiber Optics Communications مخابرات فيبر نوري

 Light Cone مخروط نور

 Group Order گروه ي مرتبه

 Classical Diffraction Limit مرز كلاسيك پراش

 Conjugate  )يوغ هم(مزدوج 

 Character مشخصه

 Constitutive Relations معادلات سازنده

 Maxwell’s Equations معادلات ماكسول

 Wave Equation موج ي معادله

 Expectation Value داشتي مقدار چشم

 Scaling بندي مقياس

 Dipole Moment ممان دو قطبي

 Dipole Source منبع دوقطبي

 Point Source اي منبع نقطه

 Huygens’ Source منبع هويگنس

 Electromagnetic Wave موج الكترومغناطيس

 Reflected Wave موج بازتاب

 Backward Travelling Wave موج پسرو

 Forward Travelling Wave موج پيشرو

 Incident Wave موج تابنده
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 Waveguide بر موج

 Mode مود 

 Substrate Mode مود بستر

 Fundamental Propagating Mode انتشار ي مود پايه

 Leaky Mode مود نشتي

 Guided Mode شده مود هدايت

 Initial Field ميدان اوليه

 Vector Field ميدان برداري

 Magnetic Field مغناطيسيميدان 

 Brillouin Zones ناحيه بريلويين

 Irreducible Zone ناپذير كاهش ي ناحيه

 Silicon Nanoparticles نانو ذرات سيليكون

 Nano-Optics نانواپتيك

 Anisotropic ناهمسانگرد

 Nonhomogeneous (Inhomogeneous) ناهمگن

 Scalar اي نرده

 Normalization بهنجارش

 Nearest Neighbour ترين همسايه نزديك

 Gap-to-Midgap Ratio نسبت گاف

 Impermeability نشت ناپذيري

 Group Theory گروه ي نظريه

 Invariant Points نقاط ناوردا



 

 

نامهواژه 242

 Defect نقص

 Line Defect نقص خطي

 Planar Defect اي نقص صفحه

 Point Defect يا نقص نقطه

 Imprinting نگاشت

 Reducible Representation پذير نمايش كاهش

 Irreducible Representation ناپذير نمايش كاهش

 Matrix Representation نمايش ماتريسي

 Allowed Frequency Gap بسامدنوار مجاز 

 Forbidden Frequency Gap بسامدنوار ممنوع 

 Local Oscillator ساز محلي نوسان

 Harmonic Oscillator نوسانگر هماهنگ

 Direct Laser Write نوشتن مستقيم ليزري

 Semiconductor هادي نيمه

 Divergence واگرايي

 Interaction Hamiltonian هاميلتوني برهمكنش

 Isomorphism ريختي هم

 Isotropic همسانگرد

 Homogeneous همگن

 Holography هولوگرافي

 Yablonovite ووايتيابلون

 



   



   



   



 

 




